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ITNTRODUZIONE

-

La corrispondenza tra Dinamica Classica e Dinamica Quantisti-
ca di un sistema fisico pud essere ottenuta in modo diretto
mettendo in relazione gli stati classici del sistema con un
insieme di vettori nello spazio di Hilbert associato al siste-
ma stesso . A tal fine occorre selezionare un insieme comple-
to di vettori ognuno dei quali & etichettato da un punto nel-
lo spazio delle fasi e tali che i valori medi su gquesti vet-
tori degli operatori associatl alle osservabili fisiche sono
esattamente le funzioni del punto nello spazio delle fasi che
descrivono le grandezze fisiche classiche . Si pud inoltre
richiedere che 1'evoluto tempoerale guantistico del sistema j
nello schema di Schrodinger ., appartenga ad ogni istante a
tale insieme di stati ; in tal modo si stabilisce una corri-
spondenza tra 1'evoluzione dinamica quantistica ed una traiet-
toria nello spazio delle fasi . tale traiettoria risulta
essere esattamente quella classica regolata dalle equazioni
di Hamil ton

Gli stati guantistici cosi definiti sono generalmente detti
"stati coerenti" del sistema

Schrodinger costrui esplicitamente gli stati coerenti dell’'o-
scillatore armonico . Tali stati non sono autostati né della

posizione né dell'impulso , ma sono etichettati dalle rispet-
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tive variabili canoniche g e p e seguono nell'evoluzione di-
namica la traiettoria classica come pacchetto d'onde quanti-
stico di indeterminazione minima (ap Ag=h/2) . La via sequi-
ta Schridinger per la costruzione degli stati coerenti non &
perd direttamente utilizzabile per un sistema fisico diverso
dall'oscillatore armonico

La generalizzazione ad un sistema arbitrario si attua per una
via di natura strettamente algebrica . Gli stati coerenti ge-
neralizzati sono infatti associati alle rappresentazioni uni-
tarie irriducibili di un gruppo di Lie 'G di automorfismi
della varieta dello spazio delle fasi . I1 gruppo G agisce
transitivamente sulla varietd , la quale viene pertanto iden=
tificata con lo spazio omogeneo quoziente G/S , essendo S i1l
sottogruppo di stabilitd di un punto origine nello spazio del-
le fasi stesso

La costruzione degli stati coerenti si attua quindi come se-
gue : scelto un vettore |«L> nello spazio di Hilbert del si-
stema , sul quale il gruppo G & rappresentato unitariamente
ed irriducibilmente , poniamo tale vettore in corrispondenza
con l'origine scelta nello spazio delle fasi ; 1'insieme de-
gli stati coerenti & ottenuto come orbita del vettore |$x>
nello spazio di Hilbert sotto l'azione del gruppo G

In guesto lavoro di tesi abbiamo individuato la via per la

costruzione espl;gita dell'orbita suddetta nel caso di gruppi

e E N

di Lie semisemplici compatti . A tal fine risulta conveniente



III

considerare la complessificazione G . del gruppo G e sceglie-
re come vettore origine il vettore di peso massimo della rap-
presentazione ~irriducibile

La decomposizione di Gauss degli elementi del gruppo consente
di fattorizzare esplicitamente i parametri descriventi 1l'orbi-
ta del gruppo e quindi lo spazio omogeneo G, /S, con S, sot-
togruppo di stabilitd del vettore di peso massimo ; tale spa-
zio omogeneo coincide con lo spazio G/S . Attraverso tale co-
struzione abbiamo potuto individuare esplicitamente la strut-
tura metrica (Kahleriana) della varieta dello spazio omogeneo
G/S che entra esplicitamente nelle equazioni di Hamilton del
sistema identificando lo spazio omogeneo con lo spazio delle
fasi . Lo spazio delle funzioni intere a quadrate sommabile
sullo spazio quoziente & identificato conseguentemente con

lo spazio di Hilbert del sistema

Abbiamo esemplificato la costruzione su esposta per le algebre
di Lie semplici A, =SL(n+1,C) nel caso della rappresentazione
fondamentale e per ogni rappresentazione irriducibile dell'al-
gebra SW(2) dei momenti angolari . (Per completezza abbiamo
anche dato la costruzione esplicita nel caso dell'algebra
SU(1,1) come esempio di algebra non compatta rappresentata
unitariamente su uno spazio di Hilbert di dimensione infinita ).
Una parte di questo lavoro di tesi &€ stata inoltre dedicata
all'evoluzione dinamica del sistema attuando la corrisponden-

za tra la descrizione classica e quella quantistica attraver-
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so il "path integral” sugli stati coerenti ; in questo conte-
sto abbiamo selezionato le classi di Hamiltoniane che conser-

vano la coerenza nell 'evoluzione quantistica

Le tecniche adottate in questo lavoro di tesi sono generaliz-
zabilli al caso di algebre di Lie di dimensione infinita

Queste ultime hanno un particolare interesse in quanto & sta-
to recentemente mostrato (*) che gli stati coerenti di tali
algebre sono identificabili con gli spazi delle soluzioni del-
le equazioni non lineari di tipo solitonico nello schema bi-
lineare di Hirota . Il gruppo di Lie di tali alebre & il grup-
po di Backlund delle equazioni non lineari che connette diver-
se soluzioni . In tal modo 1'evoluzione non lineare delle so-
luzioni & messa in corrispondenza con 1'evoluzione di un si=

stema quantistico con infiniti gradi di liberta

La tesi 8 corredata ,al termine, da una bibliografia i testi
di maggiore interesse consultati , ai quali si fa riferimento ,
nel corso dei capitoli , mediante un numero d'ordine tra pa-
rentesi quadre

Per quanto riguarda i concetti di geometria differenziale e

di teoria strutturale e delle rappresentazioni di algebre

(*):G.D'Ariano , M.Rasetti ,PHYS.LETT.A (in corso di stampa).



di Lie , utilizzati nel corso della tesi , sono esclu-
1te enunciati le definizioni e i teoremi weil s
mandando di volta in volta , ai testi consultati per la di-

.. y 4 » .
razione dei teoremi stessi .

raziamo il Prof.M.Rasetti del Dipartimento di Fisica del

litecnico di Torino per i preziosi suggerimenti e chiarimen-
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sSsTATT COERENTI

DELI,"TOSCILITL.ATORE ARMONICO

T ) - "Stati di Glauber”

ricamente 1'idea degli stati coerenti nacque dali'esigenza

costruire,nell'apparato della Meccanica Quantisz:ica,

2gli oggetti che avessero un comportamento che fosse 1ii

}u' vicino possibiie a gquello classico,cioe’' di trovare,

llo spazio degli stati del sistema,dei vettori particolari

per i quali foésero evidenti le analogie con gli stati fisici

Igella Meccanica Classica.

L'idea di Schrédingef [1] (ii primo che diede l‘'espressione

esplicita per tali stati) era éi cercare funzioni d'onda per

le quali fosse minimizzata 1'indeterminazione quantistica,

guvero la relazione di irdeterminazicne di Heisenberg,relativa

‘alla misura simultanea delle grandezze posizione ed impulso:
Ap 49 7/—2‘: St

fosse soddisfatta con ii segno di uguaglianza.Per reaiizzare

la corrispondenza con stati classici occorreva inoltre che

il pacchetto d'onda di minima indeterminazione fosse centrato

attorno al punto nello spazio delle fasi che seguiva la traiet-

toria classica della particella.

Partendo da tali presupposti Schrodinger risolse il problema

nel caso dell'oscillatore armonico,realizzando pacchetti

d'onda,che seguivano 1'evoluzione dinamica classica




(rotazione con velocita' angolare w nel piano (g,p)).

senza sparpagliarsi,ovvero mantenendo minima l1'indeterminazio-
ne posizione- impulso.

Schrodinger tento' di estendere cuesto procedimento aé altri
tipi di hamiltoniana,ma senza successo;come si vedra' in se-
guito la possibilita' di definire stati coerenti per un gene-
rico sistema fisico si attua per una via strettamente alge-
brica.

Lo studio degli stati coerenti fu ripreso in seguito solamente
intorno agli anni '60,nell'ambito dell'Ottica Quantistica;il
nome stesso di questi stati fu introdotto in tale contesto in
nelazione al fatto che essi seno adeguati per descrivere cor-
rettamente la radiazione coerente del 1laser.

Il contributo maggiore alla trattazione piu' acprofondita de-
gli stati coerenti dell'oscillatore armornico e delle loro pro-
prieta' piu' generali e' dovuto a R.Glauber [2] ; per questo
motivo tali stati sono detti anche "stati di Glauber”.

Il problema chiave dell'Ottica Quantistica era quello di de-
scrivere adeguatamente un sistema con un elevato numero di
fotoni,mantenedo,nell'ambito di una trattazione prettamente
guantistica,una stretta analogia con il comportamento classico.
la teoria dell'Elettrodinamica Quantistica non consente di
risolvere questo problema:essa infatti e' una teoria perturba-
tiva che consente di trattare solamente fenomeni che comporti-

no la presenza di pochi fotoni.



L'approccio corretto alla risoluzione del problema fu proprio
quello di Glauber.,che porto' alla definizione degli stati

BOErenti .

Affrontiamo ora in dettaglio 1'analisi degli stati coerenti
e di alcune delle loro proprieta' piu’ interessanti.
Consideriamg un oscillatore armonico unidimensionale 1la cul

hamiltoniana e’

Fa) g
2 A
w1

con la sostituzione

A . )?’C Ay (kr\mw)’i(

= Q4+ Q (¥ lenas)

q (mw 8t = :
possiamo studiare il sistema nel formalismo degli autostati
In> dell'operatore numero 0 = ita ;in tale spazio (detto di

Fock) 1'hamiltoniana e' data dall 'espressione
N oA
= tw (fh+-i-)

A A -
m= atd

(Illl4)

{In sequito si riferira' 1'energia allo stato di vuoto trascu-
rando gquindi il termine (¥w))

Nell'ambito dell'Ottica Quantistica lo spazio di Fock traduce
gli stati di vibrazione della radiazione elettromagnetica;gli
operatori § e P sono correlati con gli operatori potenziale
vettore A ,nel gauge di radiazione,e campo elettrico E.

In tale contesto gli stati di Glauber servono per descri-
vere stati diell; sistema BIL) o T S o SO L numero di fotoni

non e' precisato ma la cui fase e' de-



finita;essi saranno quindi rappresentati da una sovrapposizio-

. . A
ne di autostati di n.

Piu' precisamenze definiamo

_i]a" 2 am
a2 m? z2e

etichettiamo in questo modo ogni vettore del set con un nu-

Ll

mero complesso;il coefficiente numerico e assicura 1la

corretta normalizzazione di gquesti stati.

vVerifichiamo le proprieta’ richieste per gli stati coerenti.
I1 calcolo esplicito cdell'indeterminazione delle misure delle

grandezze associate a § e p si svolge come segue
Agq = (<§%> - <@ ™ Ap= (€Br-<P)%  (1,1,6)
4 A
dr=<21312= (£ V4 21880 = (5, ) (@D = (D) 2Re®
analogamente
<pr=( *E_“gi‘_‘)z Im (2)
dove si e' fatto uso delle espressioni (1,1,3) per gli opera-

tori @G e p e delle proprieta’ {(che verificheremo successiva-

mente) che gli stati |z» sono autostati dell'operatore & di

di distruzione con autovalori z:
a St ¢
Qlay = zlz> dzl et = 2Fecel
allo stesso modo
A Az t\. \ /"\{-’\l
= <2197 = (—— Jrll@te ) 1) =
<qh= <2dners ()@ d) i

AL ALA A A ALl A A
- (& )<uQ*-fa—a+00++a‘l%>‘"(‘?‘)<ila*+?c"z*o+1+3137—'
mw

(5, )R 20 (5 s tecal

Fo= (229 alzm@]h 1]
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sostituendo nella (I,1,6) F % 1&
& 2 2174
Aq = (%mjzi4[ge(a)]+i,4fke(e)]] = ‘R‘w)
7944 4/
fp = (e Vi34 [im@ et - 4 [Tm@ 52 (Bpe y*
* 5
otteniamo per il principic di indeterminazione di Heisenberg
dpha = -
PpAaq 5

cice' 1'incertezza gquantistica viene minimizzata per qualsiasi

stato coerente.

Per quanto riguarda i1 comportamento "classico" osserviamo che
facendo evolvere lo stato coerente con 1'hamiltoniana (I.1l,2)
otteni amo sempre uno stato coerente,e 1l punto rappresentati-
vo del sistema sul piano complesso ructa intorno all'origine

con velocita' angolare w .Infatti

A y A 1)2)? o0 .
2 LA G A 0 om -LI=| m  —imt
_QHRHtlz):g, t.H -Ilal _2_.., lmy = il . &
Mz Cm‘)é- - mz0 /'WI") W
d it 2 oo —iwt \m
=_,ji|2]e l P s ) lmy = |20 > g N
Mmszo (M“)‘(/z
dove si e' posto
~tsid
2 ()= 22

Possiamo quindi interpretare il pianc complesso come lo spazio
delle fasli e ritrovare cosi' 1'evoluzione classica del punto
rappresentativo del sistema in tale spazio;piu' precisamente
il modulo e la fase del numero complesso Z rappresentano
rispettivamente 1'elongazione e la fase del moto dell'oscilla-
tore.0Osserviamo inoltre che nel piano complesso gli stati |n>
(autostati dell'energia) sono rappresentati da cerchi centra-

ti nell'origine con fase completamente indeterminata.



§(I,2):"Proprieta' degli Stati

Al CGClaubexr ™

Esaminiamo in questo paragrafo le proprieta' irnteressanti de-
gli stati di Glauber : alcune di esse sono verificate anche
dagli stati generalizzati che definiremo in seguito,altre se-
no caratteristiche dei soll stati coerenti dell'oscillatore
armonico.Riportiamo per completezza anche alcune proprieta'

gia' citate precedentemente.

(1) Gli stati di Glauber sono autostati dell'operatore a

di distruzione

Infatti
41 1100 e 4 , T 8 ™ 4,
A -3k 2 s e aiE 3 ) sty =

A o
Al 200 i = BiRS

m-o (Mm!)%
dove si e' utilizzata la rappresentazione dell'operatore &

sullo spazio di Fock

A
Almy = (m) % |m-1y m#o
A
aloey= 0
(ii) Sono gli stati corrispondenti alla minima indetermina-

zione del prodotto Aqdp ;questa proprieta’ e' gia' stata
verificata precedentemente.
(iii) Una peculiarita' degli stati |z> e' la non-ortogona-

lita'.Si dimostra infatti la relazione



~{ae®) 5 (247) o %"

2 - |2-w|
Kziw>l = 2 0 2L A

La sovrapposizione tra due stati coerenti e' tanto minore
quanto piu' sono distanti nel piano complesso i loro punti
rappresentativi.Vedremo in seguito come la difficolza’ corres-
sa alla non-ortocgonalita' possa essere convenientemente supe-
rata. La non-ortogonalita' e' connessa con il fatto che il

set degli stati coerenti ha la potenza del continuo ( 2&€C )
mentre lo spazio di Fock e' separabile,e gli autostati |n>
dell'operatore numero ne costitulscono un sistema ortonormale
completo.

(iv) Il set e' comunque compieto,anzl over-completo (ovvero
Se ne puo' estrarre un set numerabile ccmpleto).

Per dimostrare la completezza bastera' far vedere che e' pos-

Sibile risolvere 1'identita' in termini di stati coerenti

~ 2
Fo: i]dz l2 Wz (e 3 esal
™

2
dz = dRe@®) dIm(=) (I,2.3 .b)
~
Basta dimostrare che 1'operatore I sopra dato e' 1'identita'
sugli stati |n> del set ortonormale comgleto.

Sfruttando le definizioni (I,1,5) e (I,2,3 .a) possiamo scri-

vere )
= 2 2 ";“_Izlz
Timy= 4 5 d2 [2>¢2im> = :Lg z
m T
? --‘}"er EK. _%IEP’ S
::‘.gdzm‘ Z—-—,lf%7e (2) =
T keo (k!)< Lm!)'&
ST
a2 F e (dy T e
T ko (k!ml)*



[ La possibilita' di commutare i segni di j e di 2: e' assi-
curata dai coefficcienti della serie che 1a rendono assoluta-
mente convergente in tutto il piano complesso 1,

Calcoliamo 1l'integrale in coordinate polari operando la so-

vep

stituzione = P d;;fdﬁd:{
bkt S [Rlspa Yo
Ja &Pl gren= (" dpp prem [T oy .
o0 2 co
T+l - =
=1vr5 5:4,?? +ef:‘ﬂ'<§ dt&t{“‘:wg m !
kK o km 5 ke,m
Dove si e' operata la sostituzione di variabile

qéi e' utilizzata la pro--prieta’ della £funzione iz
0 - m
[ty - [T db 1™ = ml!
o

Sostituendo il valore dell'integrale si ottiene
o0

e o
I] >-- "ﬁ_ E“:o (k_l‘ml),/"[

Per quanto riguarda la over-completezza del set sono stati

“C>Tr‘g Ml. = {m>

ke,

studiati [ [3] , [4] ]} sottoinsiemi numerabili di stati coe-
renti ottenuti reticolando il piano complesso e scegliendo

un vettore per ogni "cella" cosi' ottenuta ; si ottiene in
questo modo anche una corrispondente partizione dello spazio
delle fasi (q,p).Si dimostra in tale caso che le proprieta’

di completezza del sottoinsieme cosi' ottenuto dipendono dai-
le dimensioni della cella ; riferendosi allo spazio delle fa-
si ed indicando con s 1'area della cella si ottengono i seguen-
ti casi

(a}) s > h : il set di stati non e' completo (e' possibile

trovare un vettore non nullo ortogonale ad ogni vettore



del sottoinsieme) .

(b) s < h : il set e' ancora over-completo

(c) s = h : il set ottenuto e' completo (piu' precisamente
vi e' un solo vettore dipendente linearmente dagli altri);
in tale caso il reticolo viene chiamato "reticoclo di Von
Neumann”.Fu infatti quest'ultimo {4 ad affermare per
primo la completezza di guesto particolare sottoinsieme
di stati coerenti,senza peraltro darne una dimostrazione

completa.

Grazie alla risoluzione dell'identita' (I,2, 3 .a) e' possibi-

le scrivere per ogni stato coerente

2 , -ihfﬂl[w[1z*w
w D = :f_Sdg b)(%lw):ije{z - i (2>
m T
oppure

L, *;:f_'rjd‘z kGiw) 2> & 20 W

dove si e' introdotto il "kernel auto-riproducentesi”

ey 1 _¢

fe(ehw) « @z ll=giwly 2t (1,2,5)

cosi' chiamato per la proprieta'
K(=2%w) = 117 szu ke (z4v ) k(v ¥w)
Scrivendo nella {I,2,4 ) gli szati |w> e lz> in termini di
autostati di fi e sfruttando il fatto che il set di tali stati
!n> e' ortonormale e completo si puo' dimostrare facilmente
che vale la relazione
M g L—l%ll-t 2¥w 2™ 2

W = — T (II2I6)
28
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Una relazione analoga vale per ogni funzione intera f(z).

(v) Con queste premesse e' possibile dare una rappresenta-
zione dello spazio di Fock in termini di uno spazio di Hilbert
di funzioni intere nel guale un sistema ortovnormale completo
di autostati dell'hamiltoniana dell'oscillatore armonico e'
costituito da semplici monomi,e non dai complicati polinomi

di Hermite.

Tale problexa e' stato affrontato in forma piu' generale da
Bargmann [5] e Schweber [6] ; ci limiteremo a studiare il ca-
so particolare dell'oscillatore armonico unidimensionale.

Grazie alla risoluzione dell'identita' possiamo associare ad

I

ogni vettore |f> nello spazio di Fock una funzione intera f(z).
Sia
o>
Jf> = 2 e |mp
& co
2
Com = <l F? 2 |Cml 2o

Sfruttando la (I,2, 3 .a) si puo' esprimere in termini di

stati coerenti la If>
i 4 dz <«
s

o

Lzt
[z e L eYmo,2,7)

4
m=o ml m

xﬁ_-J % I%>ZC 2n e_‘H ’;
1T

dove si e' usata la proprieta’

Coimd= Lmipy* - e ER (a(ml) )

e dove si e' definita la funzione inter

o0
M
@)= A_cm -, (1,2,8)
M=D Y
Qm.) .
(la convergenza della serie e' assicurata dal fatto che & lc.l c+o®
mM=D

e quindi i1 coefficienti c, sono limitati).
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In particolare le funzioni intere corrispondenti agli
autostati |n> dell'operatore numero Sscno i monomi:
m (2)= ;EZLI
(D"
Osserviamo che nell'espressione (I,2, 7 ) che definisce |7>
in termini di stati coerenti non ccmpare f(z) ma

me2*) , funzione della wvariakile z=.

Per costruire lo spazio di Hilbert utilizziamo

th

P ST

™

pero’' la (I,2,@® ) cosi' da otterere uno spazio di
analitiche,

Resta da mostrare che €' possibile definire un prodecto
scalare nel nuovo sgazio (di Fock-ZEargmann) riconducendosi
all'originario procdotio scalare n2llo cspazio di
Fock.Consideriamo quirndi due funzioni inzere f(z}) , c{z) ed

i corrispondenti vettori :
1 ] =
IF2= 2 Sdﬁa‘}?/f(a"_)\e> I%‘;.-"% jd%e L ISCE“")ID

il cui prodotto scalare e' éats da

<>

L[ dE i crrms B ey

"

2z = Y ot %
([ dndu oA g

in cuesto passacgio si e' utiliizzaza l'espressione (I,2,2)

i

del prodotto scalare di due szati coerenti ; sviiuppiamo ora

la funzione f*(z*) in serie di potenze

<Flar- ;—'T,_“d:zcl%d B w2 tw Z, Ly Ea))‘a a.(*)

Integriamo ora in 42z sfruttando la (I,2,s)

1

- _:‘1w 'm : _IW
<frgy =2 jaux_'“’]z W é’(w*):'%_gdwb
it

; f‘(w*) g (w*)

. operando quindi il cambiamente di variabile W — V¥ (ed es-

2
sendo d2?w=z=dRel(w)dIm(w)=dw* pcssiamo guindi
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scrivere
N V7]
cFig e Hdm"” M) § ()

I1 érodotto scalare nello spazio di Fock-Bargmann delle

funzioni intere viene pertanto definito da

({e, ()= S dk(z) fZ%)%é) (1,2, 9 .a)
cll-'\(z) -_-;? Qg{QzLAQe(E)iIW(}’) (1,2,9 .b)

che e' ovviamente un prodotto scalare essendo coincidente
con quello corrispondente nellc spazio di Fock.

(vi) Il set degli stati coerenti e' adatto per descrivere
in modo semplice gli operatori.Infatti un qualsiasi
operatore e' univocamente determinato,tramite gli stati
coerenti,da una funziore di due variabili.Utilizzando 1la
risoluzione dell'identita' (I,2, 3 .a) si ottiene per un

generico operatore A

~

A ‘:}t”dzﬁdz‘” 12y CelAlwydwl =

= :’f‘ de%i:‘v 12y<wl A(z%w)

dove si e' introdotta la funzione
« -\
AR5 w) = <A 1w

(vii) Grazie alla stretta reilazione esistente tra gli
stati coerenti e lo spazio delle fasi essi possono essere
utilizzati convenientemente per una formulazione deila
Meccanica Quantistica con 11 cesiddetto "path integral
method” (6]

Secondo la formulazione originale di Feynman [7]

viene fornito un metodo per il calcolo del propagatore
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<g"t"]q't'> (prodotti scalari di due stati del sistema espres-
Si neila rappresentazione delle posizioni).Il procedimento e’

guello di associare ad ogni curva nello spazio delle configu-

raziéni (q,t) congiungente i due punti (g',t'}) e {(g",t"),un

numero complesso

‘{’(‘T(*))= N ?.;L J '*L (9 (e),ci[e))olt

4

(dove L e' la lagrangiana classica del sistema) , e di "somma- [/ '

i L
re” su tutti 1 possibili cammini I _ ﬂ‘

_ ot
caretiero [ Dl ep {5 L ugm)de o1

Quest'ultima scrittura e' puramente formale,dovendosi precisa- ﬁw§ﬁj_4

at
T4 Nl “

'

re,per darle senso,una metrica nello "spazio dei cammini". oib

. , cua e ol | -
L'interpretazione data da Feynman era gquesta {“Anq ’ vfirw

{a) si divide 1'intervallo [t',t"]) in N parti uguali di am

piezza € =(1/N)t"-t") b
Y A
(b} si individua un possibile cammino tra (g',t') e (q",t")

con punti relativi ai vari istanti intermedi

q = alty) BTt <t <o <Ey=t

{c) si assume che,negli intervallini ((qk’tk);(qk4l'tk+l>)
l'integraie debba essere valutato sul cammino classico,
ottenendo quindi

. N=l 5 ot

N=i N _4:. ; '
¢ @u-w) = X0 ]E 2, A Cde o T el £ Sauaa)f o o

p

gt

essendo S ( ) 1'azione classica sul cammino considerato.

T k41

(d) si con siderano poi le possibilil partizioni del tratto

(g’,t"'"),(g",t") integrando nello spazio delle posizioni
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su ognuna delle variabili intermedie qi introdotte,e si
calcola infine il limite per N =--~--% o© ,mantenendo 1la
condizione N& = t"-t°
e I : T A (1,2,1C)
<qib it o ion H T g enp 14 509,900
Il procedimento di Feynman mostra dei problemi cuando si voglia
effettivamente calcolare 1'espressione (I,2,18),dovuti essen-
zialmente alla presenza di integrali del tipo i eixz dx non
definiti.
Tali problemi vengono eliminati [ 8 ] se si considerano come
variabili descriventi il sistema :
1 )
2= (35)* (a+¢p) 2= () (a-ip)
anziche' la posizione e 1'impulso,e se si esprimcono gli stati
del sistema con gli autostati dei corrispndenti operatori g, at;
tali stati sono esattamente gli stati coerenti (I,1,S5) prece-
dentemente definiti.
Si puo' allora esprimere il prodotto scalare tra due stacti
coerentl con un "path integral®,ripetendo il procedimento in-

dicato da Feynman,ma considerando cammini nello spazio delle

fasi.Si ottiene quindi
?,"6“

cat'ait’s. || D(=w) xx*,é:é]  Lem Rz m] ot ]
't

dove abbiamo utilizzato le notazioni
- N« 20

2(8))s e T A d3

P®) Mo k=i T F

Ll=2m,202)])-% (O -0 ¥w]- 1 3, vE)

che coincide con la lagrangiana classica,a meno di una deriva-



ta totale rispetto al tempo che e' irrilevante per le eguazio-
ni del moto.-

Con qpesto metodo (cnhniamato anche principio d4i Feynman) e'
possibile formulare la meccanica guantistica con i soli concet-
ti classici di spazio delle fasi e di azione,ottenendo le cor-
rette regole di commutazione per gli omeratori 3 ed 3 Y defini-
ti nella rappresentazione degli stati coerenti da

<2"t"alt) 2%t - S 5 D((H) 2(t) oxpo l_l{: ffL" oéﬁj
{l [}
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SHGEE oS e YEBEREOEN R AT Dinamica

adegls Stati 4di Glaubex™

Abbiamo studiato nel precedente paragrafo alcune proprieta'
generali del set degli stati coerenti.Ci soffermiamo ora sul-

le proprieta' dinamiche degli stessi.

Parlando delle proprieta' "classiche" degli stati coerenti ab-
biamo mostrato nel primo paragrafo che 1'hamiltoniana (I,l,4&)
dell'oscillatore armonico conserva le proprieta' di coerenza,
causando semplicemente un "moto" del punto rappresentativo z
nel piano complesso del tipo:

ot
2(‘&) = s-?;"w 20

dove 2z, e' il punto rappresentativo dello stato iniziale.

Ci chiediamo ora se e' possibile trovare una classe piu' ampia

di hamiltoniane che conservi la coerenza.Il problema generale
viene risolto su basi puramente algebriche e la trattazione

piu' completa verra' pertanto fatta nei successivi capitoli(§ﬂ24).
In questo paragrafo ci limitiamo a studiare il caso dell'oscil-
latore armenico forzato ed a mostrare che anch'esso conserva

la coerenza.

Consideriamo dungque 1'hamiltoniana

A 3
H:”;,—m'*':{i mwq 4§ fqlt) « B ip(t) P el ]

(I1 termine dipendente dal momento generalizza la parte forzan-

te,ma come risultera' in seguito e' guesta la piu' generale



17

hamiltoniana che conserva la coerenza).
Introducendo gli operatori a e & it di distruzione e di crea-
zlone ricavati dalla (I,1,3) si ottiene:
fiebwata (5)" [ ()i o) ] -
(3 () - (o) ] -

s hwda Y t)a +plt) at (I,3,2)
Consideraiamo una soluzione di tentativo deil'eguazione di
SChrodinger relativa all'hamiltoniana (I,3,1 ; del tipo

Wy = 12(oy < $9 (I,3,3)
La condizione che tale soluzione si mantenga uno stato coeren-
te e' allora semplicemente che ¢ (t) si mantenga reale;si
EraiEtal Igwrintl -Gh stmevares un teguaziene: dif fesenziaile, pen lacﬁ(t).
Proiettando 1l'equazione di Schrodinger su un generico stato

coerente <w| si ottiene

A g i¢lt)
<w|ih %(l'&(f)>¢¢w)= wl H{t) | )y € ¢ (1,3,4)

Per trasformare il primo membro della (I,3,4 ) utilizziamo
l'espressione (1,2,2) del prodotto scalare tra due stati coe-

renti arbitrari
8 (wizl)s- <wlzwyy (-4 4 |2l w*_c‘i)
2t 2 ok I

Per guanto riguarda il secondo membro dell'equazione si sfrut-
ta la proprieta' (I1,2,4) che gli stati di Glauber sono autosta-
ti di a&.

wihBe®ss (Fuww'zlt) + YO w* ¥ 2lt)) <wl ®/t)>

Sostituendo e dividendo per <w}z(t)>el‘#(t) £ 0
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Essendo lo stato |w> totalmente generico questa e' un'equazio-
ne in w¥ : devo quindi eguagliare i1 coefficienti di w* e di

l;ottengo quindi la seguente coppia di equazioni :

S oAy (1,3, 5 .a)
%‘%- *5%{[2/&)]— gx(&)a{t) I a
9T _ _iwzlt)- Ly(o (1,3.'5 .b)

Per determinare l'evoluzione temporale della fase ¢?(t) devo

allora valutare

1 . day *d2
5}12[ zi} L?‘%):%*H_:+ %(EQ = 2 Re Cz 34)

dalla seconda eguazione ottengo quindi

d«érlzlls 2 Re I:-C- rw %Yf-')%{f)_% '?;r(ﬁ)g[t)x % Re I— vt éf(é)]
sostituendo nella (I,3,5..a)
¢ L 2R [T vie)] - FAOLIOE

ot
52 % zx Iu{(’e"[f_)gﬂ)} . g*[f) 2(*)} =
R Ti[ 69 20« 4oy 20 = -3 Re[¥T024)]

questa eunZione assicura cne 1la cb(t) resti reale nel tempo

e questa condizione consente di affermare che 1lc stato rimane
coerente nel corso della sua evoluzione tempcrale.In partico-
lare questo vale per l'oscillatore forzato (fp(t):O);l'impor-
tanza di questo risultato sta nel fatto che tale caso e' per-

fettamente analogo a quello di un campo elettrcmagnetico in

presenza di una corrente [9 ]

Utilizzando un formalismo algebrico e' possibile mostrare che

l'evoluzione temporale del punto rappresentativo nel piano



19

complesso dello stato coerente e' esattamente fornito dalle

equazioni di Hamilton della Meccanica Classica,con 1l'irterpre-

tazione del piano complesso come spazio delle fasi.

Mostriamo questa proprieta' nel caso di un oscillatore armoni-

co forzato inizialmente fermo confrontando il problema classi-

co con quello guantistico.

(a)

L'equazione classica dell'oscillatore armonico forzato

e' h

1
i el
che si ricava dall'hamilitoniana :

H =-£i inmwl-Wth) (I,3,6)
k 2m+ 2 9
supponenedo l'oscillatore fermo nella posizione di equi-
librio al tempo t=0 1le condizioni iniziali sono
q(o) - O g lo)- 0 (1,3, 7)
La soluzione del problema di Cauchy e' allora,come e'

facilmente verificabile

qlt) =5 Y de 2 o (r) Amw (6-T) F(2D

) w
Per evidenziare 1'analogia con il caso guantistico e’
conveniente adottare 1'apparato dello spazio delle fasi
esprimendolo pero' in termini della variabile complessa

2z definita dal corrispondente operatore a della (I,1,3)

4 i
i ) ‘L[w B+ p(y]
2lt)- (33,,)" [ 92 P
Il valore dell'imeulso p(t) e' dato dalla prima delle
equazioni di Hamilton ( 5 sr-flh.) che fornisce
At
oD
- : t) - d 1 3 i h =
PC“)-”‘“C{“ m&g &359&-?)/&“‘0‘3& T

(2]
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<o [ Tde D wmio (£ o4 o [ de Ble-t) con o (e-T) -

(o)
P
= " j (1'( ﬁ CC—T) N (A-)[e'-Z) f(r‘)
o
si e' utilizzata la proprieta' d/dt{®(e)} = $ (t)

_L'espressione di z(t) e' allora data da

E(t): (-;V—-ZW)'/"-EO dz '8 t-7) F[L‘) [wy,wé&:..t)*.t'cd')w (f;-'r)];

LRV ) e )
s(;ﬁw) AJO c(l'v(t ?)f() -
t B t 1t POE
() e e e

(c) L'hamiltoniana guantistica corrispondente alla (I,3, € )
fatte le sostituzioni (I,1,3) e trascurando l'energia

dello stato fondamentale e’
A A "
He- hw @'a 4 Fio(arat) (1,3, 9)
4
I *E\__"_“>/"
Feey: -fe) (B

e lo stato fondamentale corrispondente alle condizioni

iniziali (I1,3,7. ) e' lo stato fondamentale |0>.

Per risolvere il problema dell'evoluzione dinamica e' convenien-

te utilizzare la descrizione di interazione separando 1'Eamil-

+

toniana in una parte "armonica" H = Hwiad & e in un termine
forzante V = F(t)(3+a )
L'eguazione per lo stato |?)I(t)> e'

R 3 > = Vel (e)> (1,3,10)

dt

cice' i'evoluzione temporale dello stato e' determinata dalla

sola hamiltoniana d4i interazione,che va espressa nella descri-

zione di interazione

~ LAl A . A
-LA,t CHE _l t
S S El e ety B0

Ai—f‘ ;
Ho® v/ %

3t| &

VI(‘O = £
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= A _iwt 2t »A‘wt')
T (de + e e :
ver guest'ultimo pxssagldio si e' fatto uso delle relszione

valida per ogni opreratorsa
At R T B TR Tud). 1)

e delle regole di ccommutazione di S 544 con 1'Hamiltoniana

V)
H,dell’'oscillatore armonico

[QOlQ:]:_ Ewa i [:ﬁo,aﬁ-]= boot

1]
i
v}
ct
(]
1=
D
L
}a-
[1¢]
G
6]
—
5

Scrivendo 1a scluzicne deila (1,3,10) con 1'ocper

zione temvorale SRE b= 1=

Ly > = U0E L) ¢ k)

a0 5, (4TR[0T r D v

t

dove T e' 1l'operators di ordinamento crorologico.
Il calcolo cell'operatore di evoluzione temporale fornisce i1l
seguente risultate

u“';to): 4{-4::{&) ga%»_t*é\

2

t

A g

3
b ¢! : S it
¢(*)"§1S J}:‘S c!w[ [t)F Fi ) Epy e o U ”} (1,3,10)
Lo statooal Eempo t e' allora dato da
<wT ~iwt
i {';ES Fm( . 8% 4 o )dr} Iy (&) =

' + a0 Ll
J‘*’“’eh&‘?“ o3 = 9 gy

we

Fz <" Az

(¥ (0>

i
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dove €i e' anticipato 11 risultato che verra’ dimostrato

in §(1,4)

Per ottenere l'esattyd analocia ccocn la meccanica classica e
necessario far uso della descrizione di Schroadinger,correiata
a4 quella di interazione da un eperatore udtitario.

Otteniamo quindi,apglicando la (I,.!.7)
_5 hLt oG Re k1 il
s> = 2 h - %> = < o' §1y> =
LY 0 t 3
ool lo)e™™ s - L ACINEIEN
In quest'ultima eguazione si e'
—lwt _twt 1, ¢ < Wt
2({2): (,ﬂ’e- A 2 (ﬂ‘ 1j‘ (e
é ‘?,wt\.. 6 f()b dC
che e' esattamente l'espressione di z(z) (1,3,8 ) trovata nel

caso classico.

L) possiamo incltre otzernere un'equeazic-

<¢(t)

¥ ot 2 :
ol & S cl’to:(f:) B 77" Elite ‘”te- “’t> !
a st )b

[

Dalla relazione (I,!,

D

ne differenziale per la fas

. -t Awt
- TFme™em < B S ]

ricordando l'espressione di z({%) e confrontando le (I,3,2) e

(I,3:,9) che fcrniscono Fir) = Xﬁt) si scrive

A@(ﬁ 1 Re &
e "ER )_'x(t)sce)]

che e' esattamente l'equazione precedentemente ottenuta per
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l'evoluzione temporale cdella fase.
Questo semplice esempio mcstra la potenca del procedimento
algebrico nel trattare ii problema ceill‘'evoluzione dinamica
degli stati coerenti ; tale metcedo verra' utilizzato nel pros-
simo capitolo per dimostrare chie la Hamiltoniana piu' genera-
le che conserva la coerenza e' data dalla :

4l N 1+ A 4y ¥ A A

H - %iﬂu’;)}(f} a: Q) + %ﬂ [y (&)qk_.“#)ai] 30

Un terzo metodo che consente di evidenziare la corrisponderza

dinamica classico-cuantistica fa uso del "path integral” sugli

stati coerenti.
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S(I ;&) :""Etrtaltil Coerenti genero—

0 Al U e 1 Ade ll "Toscillato—

re armonico"

E‘Ipossibile dare una definizione equivalente degli stati di
Glauber che sfrutta proprieta’ strettamente algebriche [2j.
Questo e' il punto di partenza da cui muoveremo nel prossimo
capitolo per generalizzare i1l concetto di stato coerente.

A tale fine si scrivono gli stati }z> come vettori ottenuti
da uno stato base |« > prefissatoc agendo su di esso con un
operatore unitario ad un parametro D(z) opportunamente defini=-
to;si richiiede inoltre che gli operatori soddisfino a leggi

di composizione di tipo gruppale.

Cerchiamo un set di operatori D(z) che agiscono sugli operato-

ri §;§+ come operatori di traslazione ("displacement opera-
tors")
o A ™ Ty
D'y a D(F) = a+? (1,4, 1.a)
Zy A i f\+
PRy RTDE) « & 4=t (Tl 25)

Gli stati di Glauber sono allora ottenuti come "traslazione"”

dello stato di vuoto ]0> per mezzo di guesti operatori
|Z> = D(Z) 10> (1,4,2 )

come verificheremo alla fine del presente paragrafo.
Per dare un'espressione esplicita dell'operatore D(z) si for-

nisce l'equazione differenziale a cui deve soddisfare.
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E' necessario allora conoscere la forma dell'operatore D(dz)
relativa a valori infinitesimi del parametro.
In tale caso 1'operatore che soddisfa alle corrette regole di

commutazione (I.,4, 1 .a.,b) e' dato da
'[‘)(d%;)., I.dzét- dr’s Tty 3 -a)
e = A4 € A 2 t
D™ (dz) = I~ d* a+ de a,_—([)(dz_)) (I,4., 3 .b)

come e' facilmente verificabile.

Consideriamo poi un particolare incremento unidirezionale

scrivendo
B(}+d-¢) +B (2(A+dA)) AelR

e richiediamo una legge di composizione di tipo gruppale
Dz (A+da))= D (wdd)B(24)

otteniamo gquindi

D (2 (A dd)) - D) (D (xda) T ) b (24 -
dA (z&'-2¥a)D(=A)

\

da cui segue 1'equazione differenziale
A 1
o [D SIE (% at_z% YD (=)
di
La condizione iniziale si ottiene facilmente dalle (I,4, < .a,b)
N\ ~
Dle)= I
L'espressione esplicita deil'operatore e' allora
4] ]
D(z)= exp (2'-2% ) (T4

verifichiamo che gli stati definiti dalle (I,4,2),(I,4, )
coincidono esattamente con quelli di Glauber.

Si deve sfruttare a tal fine 1la relazione di Backer-Campbell-
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Hausdorff csemplificata {10] che possiamo riassumere in questi
termini

A

se A e B sono due gperatori tali che
[[A81,4) - [[AB],B] : o

allora vale la relazione

- ) n - A | _ - )
arp (A) 2xp (B) = +=p (A+B+ 4 [A,B]) TS
Nel caso da noi considerato A=za+ B=-74 [R,§]=+iz;3 si ouo

allora scrivere in modo piu' conveniente l'tcperatore (L,4,4)

Dz): sxp (2E* 2°Q) . axp (%E‘z&z'& +L RIS LRIP) -

-

=™ A A
= 2 21 l J#P (20.‘) Jb)cp(.%"o.)
Osserviamc inoltre che 1'operatore eyvp{-z*a) conserva il vuo-

Haw

o (-7 Y105 = 3 ) & - o

Mmt<D

Applicando questi risultati otteniamo infine

) % = T e ™ AL
D)oy = 2 ¥ 1o (284105 = @ R e e s

mo M

:

che &' l'espressione {1,1,5)degli stati di Glauber (per 1'ultimo
passaggio ci siamo serviti dell'esprescsione degli autostati
éell'operatore numero |n»>={1/(n!)4l(a }HIO) )

Possiamo generalizzare la definizione di stato coerente per
l'oscillatore armonico agendo con gli overatori D{z) su un

vettore |4 > di partenza qualsiasi dello spazio di Hilbert,in
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generale diverso dallo stato fondamentale |[0> :
A¥ ok
(Za> = wp(&a'- &%) |23

in tal modo si ottiene un diverso set di stati coerenti che
soddisfano a tutte le proprieta’ viste per gli stati di Glau-
ber,salvo gquella di essere autostati dell'operatore di distru-
zione a

In particolare,scegliendo il vettore di partenza come segue :
: “ +12 4+2)
e )= ep {4 (876~ gQ lo%

si ottengono i cosiddetti stati "squeezed" {41].

Tali stati,olxre a minimizzare la relazione di indeterminazio-
ne di Heisenberg ( Ap Ag =h/2) consentono,al contrario degli
stati éi Glauber.,di diminuire a piacere l'indeterminazione di
una delle variabili coniugate,a dizcapito dell'altra,conservan=-
done il prodctto.

Questa proprieta' potrebbe essere utilizzata per la trasmissio-
ne di segnaii,riducendo al massimo 1'indeterminazione guanti-
stica su una delie due componenti in guadratura modulando il
segnale su di essa,e lasciando il rumore gquantistico sulla

compornente non "schiacciata".



28

CAPITOLO I T

SR AN S (SR SIS LA DT
ATL.GEBRE DI LI FEF SEMISEMPI.TCTIT

S (IT, 1) -"Statil ooceremnti Per irn

gemer il e SGruppo di | Ibmeoe ™

Come si e' viste gli stati di Glauber scno strettamente lega-

t

ti all'algebra W degli operatori di Bcse .8 ,E nella quale

il prodotto e' dato dalle relazioni di commutazione
1 P
Le,at]. 1

[&,&]: [ ]_-[a*,f]=o (IR

ta*)-Tal

R

W e' un'algebra di Lie sui complessi,cioe' uno spazio vetto-
riale su € sul gquale e' definita una seconda operazione inter-
na,detta prodotto di Lie,distributiva rispetto alla somma e
per la quale vale

[a;A bl = [ Aasbl = A [a;b] (cioe' W e' un'algebra).

Inoltre il prodotto sodéifa alle due ulteriori proprieta’

la;b] = -[b;a]l
Hlagh] e + [ [bpalial + [1e:al:pl=0

(quest'ultima e' detta identita' di Jacobli).

Ad ogni algebra di Lie M e' associato un gruppo di Lie,cioe'’
un gruppo topologico che e' una varieta' C“ per la quale 1le
operazioni prodotto e passaggio all'inverso sono mappe c”la2].

Il gruppo di Lie associato all'algebra MJdeglioPeratori di
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Bose e' detto gruovpo di Heisenberg-Weyl W, e gli operatori :

A+ v
Bi{Een = =

utilizzati nella formula (I,4,4) per 1a definizione degli sta-
ti di Glauber generalizzati,sono elementi della rappresenta-
zione del gruppo W sullo spazio di Fock ; per tale motivo chia-
meremo gli stati di Glauber stati coerenti del gruppo di Weyl.
Ecaminando 1'esem vio degli stati di Glauber possiamo indivi-
duare 1 punti chiave necessari per dare una definizione di
stati coerenti per unqenerico gruppo di Lie.

Considero un generico elemento dell'algepbra (I,l,1l) del tipo:

¢TI L i(2*8.2dt)  teR ,2ed

(dovendo costruire un gruppo di operatori unitari devo sceglie-
re una combinazione lineare di elementi di W che sia hermitia-

na);gli operatori
-~ A A '{.
TC{:§)=£"P{i (‘EI.‘.C(IQ’\*SL_ %Q+)J};£l sz_) LEENE

costituiscono una rappresentazicne unitaria del gruppo di wev:
sullo spazio di Feck.Intendiamo gqul con exp la mappa esponen-—
ziale che ad ogni elemento dell'algebra di Lie associa un
elemento della parte connessa all'iderntita' del gruopo.Tale
mappa €' definita per una qualsiacsi varieta',ed ha come domi-
nio lo spazio tangente alla varieta' e come immagine un apertc
della varieta'.

Vale pertanto nel caso di gruppi di lie essendo 1'algebra di
Lie lo spazio tangente &! gruppo nell'identita';in tal caso
inoltre l'immagine della mappa esponenziale e' tutta la parte

connessa all'identita' del gruppo {(se l1'algebra e il gruppo




30

sono rappresentati da matrici 1a mappa esponenziale corrispon-
de proprio a costruire la serie esponenziale degli elementi
dell'algebra}) .

Il gruppo di Weyl e' etichettato da tre parametri reali (t eR;

A€ C) : la legge di composizione e' data da
e t WxW —m s W

0 :({*‘,d),(SIIEJ) — {ha.‘. Im (), on,P)

come e' verificabile nella rappresentaione (II,i,2) utilizzan-
do la formula di Recker-Campbeli-Hausdor:ff semplificata (I.4,5):
l'elemento neutro del gruppo e' e=(0,0) e 1'inverso dell'ele-
mento g=(t, ) e' dato da g"=(—tp-d).

Precisiamo ora la relazione esisterte tra gli operatori D( =)
della (zZ,4,4) e gli operatori T(t, 2z) della rappresentazione
unitaria di w (II,i,2).

Fissiamo un vettore |[L> nello spazio di Fock e consideriamo

il vettore ottenuto agendo su di esso con 1'operatore T(t, 2 )
¢ T o e 2%8 ) ke
T !%)[J17:= axp (v TR 4, » I *3 P

= .LH. D("‘) |_('Lj

esso coincide,a meno di un fattore di fase con lo stato di
Glauber generalizzato definito nei §(I,4) ; scegliendo come
vettore |SL> lo stato |0> otteniamo ,sempre a meno del fatto-
BN fase moltiplicativo,lo stato di Glauber |2 > (I,1,5).

Poiche' 1o stato fisico del sistema non dipende dal fattore
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di fase avremmo ottenuto un vettore equivalente scegliendo,

anziche' loperatore T(t, 2) un operatore del tipo

T(fq-/“%): T(tlz) T(A,O)

il contributo del T{s,0) e' infatti semplicemente quello di

cambiare la fase del vettore |sz)>.

Siamo ora in possesso di tutti gli elementi che consentono di

definire stati coerenti per un generico gruppo di Lie f123.

Sia G un gruppo di Lie arbitrario , sia T una rappresentazio-~

ne unitaria irriducibile di G che agisce su uno spazio di Hil=-

bert 3% ; ricordiamo che cio' significa che esiste una mappa

T da G in un gruppo D®R) ¢ GL(H) di trasformazioni lineari 4ai

%8 tale che ‘

(t) [T(g);g€G} = D) cioe' sia suriettiva

(2) Vgﬁ:g1€(3 T(g,e 9,)=T(g9,)xT(g,) cioe' sia un omomor-
fismo tra i due gruppi

(3) Ygec T(g}) e' unitario

(4) ¢ non ammette sottospazi propri invarianti rispetto alle

trasformazioni di D¢#¥) (irriducibilita’')

(5} la mappa

Gx 6 —s 6
(Gl9) — TC(3)1v>

deve inoltre essere analitica.
Sia | Y5> un vettore fissato di norma unitaris nello spazio

. ; . ! N .
d1 Hilbert ; consideriamo linsieme

EN’«})= T(x)1¥e> « 436G T (T 39



I vettori di guesto insieme scno normalizzati essendo T una
rappresentazione unitaria,ma per poter associare gli stati
del sistema ai vettori di questo tipo e' negessario introdur-
re una relazione di eguivalenza che faccia corrispondere una
sola classe a tutti i vestori che differiscono di un fattere
di fase moltiplicativo.

Osserviamo che due elementi 1$3ﬁ >,\$%1 > della (II,1,3) d@if-

feriscono di un fattore di fase moltiplicativo se e solo se

T(33'92) Mo 2 lge> L
FnfaetiTdevie "esiserne
I$q > = L 1955 L T(q )%y = 2P T(ga) o>
moltiplicando a sinistra per T (g,)=T{(g.’ ) si ha

T(a7 )T (G- oy < ® 1>

ed utilizzando le proprieta' g=nerali delle rappresentazioni
il eattiene  propric la (CTT, 1, 3 e

) . . . g ; 0
Ponendo g, g=h consideriamec i1 sottoinsieme di G

He {he G e TOg>=a™0) 1y am)e R 3

costituito dagli elementi dei gruppo il cui corrispondente
operatore cambia il vettore | Y. > di un solo fattore di fase,
lasciando quindi invariato lo stato del sistema.

He' un sottogruppo ; per dimcstrarlo verifichiamo la condizio-

ne necessaria e sufficiente

-\
se hl,h1 € H anche h1 -r5 € H

infatti
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T(hi hy) o> = T(7' )T(hs) 140> =

—id(h)  dlh) < [‘*(hv)- o ["J}
=< < [Yo>= ¢ Y o>

osserviamo anche che la mappa T ristretta ad H forrnisce una
rappresentazione unidimensionale di H.

Definiamo H "sottogruppo di stabilita'" di | Yo >.

Due vettori |¢84>,|l¥%l> relativi ad elementi g,,g, di G ap-

partenenti allo stesso laterale sinistro di H ;

aH - SHI‘&(-_“ te. g'-el keH} (T2 78)

P . . i)
coincidono a meno di un fattore dl fase =» ;infatti

by, S

T(%2)1Ye> = T(8ah)IWed= T(g,) T(h) Yoy =

-.Lid“ﬁ) TCS]) luﬁ:) < ulrc{fh) )(‘P84>

i

Ogni stato fisico coerente e' alliera completamente determina-
teto da un laterale sinistre gH di H.

Introducendo l1la relazione di eguivalenza
G, 8, <=H %,._H:g-._H

Possiamo considerare 1'insieme quoziente G/H che indicheremo

con G/H=M e che chiameremo spazio quoziente del gruppo G ri-

spetto ad H [12i ; gli szati coerenti sono etichettabili con

punti di M.

Scegliendo un rappresentativo g(x) per ogni punto x di M e
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considerando il corrispondente vettore T{gi(x))| ¢, > , che
possiamc indicare piu' brevemente-con !x>,si ct:tiene un set
di stati coerenti.

Se il sottogruppo di stabilita' Hdi | Y. > e' topologicamen-
te chiuso esso e' un sottogruppo di Lie di G ; lo spazio
M=G/H e' una varieta' differenziamile di cui G e’ il gruppo ai
trasformazioni di Lie [I1Z] .Cio' significa che esiste una mam®-
pa differenziabile

@t GrM — M q(3.x) = gx  (ef)

tale che ¥ 9,9, €6G ¥YxeM csi ha

(L) g g xi=ta g, iR

(2) ex=x

L'azione del gruppo G suila M e',nel caso ecarinato,transiti-
va (Vx,ye M., igeG t.c. y=gx) e la varieta' viene detta spa-

zio omogeneo éi G.
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Algebre di ILie semi-—

Semp il 1o complesse "™

11 problema della definizione di un set di stati coerenti per
un generico gruppo di Lie G e' connesso alla possibilita' di
avere una rappresentazione unitaria irriducibile U del grup-
po G su uneo spazie di Hilbert H,e di poter scegliere in H un
vettore ciclico,tale cioe' che,adendo su di esso con gli ope-
ratori della rappresentaziene si ottenga tutto H.Tali proprie-
ta' discendono in mcdo naturale dalla struttura stessa se il
gruppo G e' 1! gruppo di Lie di un’algebra di Lie ¢ semisempli-
ce e complessa.Tratteremo quindi in equesto paragrafo il caso

di una generica algebra di Lie ¢ di guesto tipo.egni algebra
di Lie si decompone comunque nella somma diretta c¢i spazi vet-
toriali 6 = A + B essendo A una Ssottoalgebra semisemplice e

B 1'ideale massimale solubile di &€ (ricordiamo che un sotto-
spazio 1< ® di un'algebra di Lie e' un ideale se si ha [1,G]c I;

un'algebra e' solubile se e' possibile trovare un certo maJ

tale che [G,i6,{...[¢,[6,6)]1...)1=0 ) ; tale decomposizione
m-vol te
e' detta "decomposizione di Levi". [14]

Lo studio delle algebre di Lie si divide quindi in due sezio-
ni,una per le algebre solubili e 1'altra per le algebre semi-
semplici : la seconda e' di maggiore interesse per le applica-
zioni fisiche,ed e' la meno banale per gquanto riguarda la teo-

ria delle rappresentazioni.
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Esaminiamo quindi alcune proprieta' della struttura delle al-
gebre di Lie semisemplici e delle loro rappresentazioni;per
la dimostrazione delle proprieta' enunciate e per un approfon-

dimento di quersto argomento si veda [15].
§(II,2.a):"Struttura di Algebre di Lie semisemplici complesse®

Un algebra di Lie & si dice semisemplicg/%e essiii:ijammette

alcun ddeale abeliano (una sottoalgebra Lc G e' detta abelia-

na se si ha [il’iZ]=U Vil,iz<al ) .E' possibile dare una ca-

ratterizzazione equivalente di semisemplicita'’ utilizzando la
nozione di "forma bilineare di Xilling" cosi' definita

E> ¥ G KG _ G(
B 1 (xg)—> T (ad(0,eel(y)) et

"ady)" indica 1'automorfismo di & in se' che associa al generi-
co elemento v @ il prodotto di Lie [x,yj;esso rappresenta
1'algebra sullo spazio vettoriaie dell'algebra stessa e gli
elementi €1 matrice in questa rappresentazione ("aggiunta")
sono le costanti di struttura dell'algebra &.La traccia e'
intesa in questa rappresentazione.Un'algebra di Lie e' semi-
semplice se e solo se la sua forma di Killing e' non degenere.
Una sottoalgebra Hlc® di un'algebra di Lie semisemplice com-

plessa e' detta "sottoalgebra di Cartan"” se essa e' massimale

abeliana e se e' costuita da elementi h tali che ad(h) e’
diagonalizzabile su G.Tutte le possibili sottoalgebre di Car-

tan hanno 1a stessa dimensione r detta "rango di €".Sia ora
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H* lo spazio duale di Hl,cioe' 1l'insieme di tutte le applica-
zioni ("forme") lineari da M a valori in €;una forma lineare
o€ H* si dice "radice di 6" se esiste un vettore non nullo
X4€ G che sia autovettore simultaneo degli operatori ad{(h)

con autovalore o (h}) dove h € H;tale vettore e’ detto "vettore
di radice".Salvo nel caso banale di algebra € commutativa un
tale vettore deve esistere per il fatto che gli operatori ad(h)
sono diagonalizzabilli e commutano.

Possiamo quindi scrivere

[h,%a] = %(h) xa (I1,2,2)

Indichiamo con & 1'insieme degli autovettori corrispondenti
alla radice & e con Rc®* l1'insieme di tutte le radici non
nulle di @.

A

G e’ un sottospazio vettoriale di & ed e' detto "sottospazio
di radice associato alla radice « ";lo spazio corrispondente
alla radice nulla coincide con la sottoalgebra di €artan H ed
ha quindi dimensione pari al rangc di G,gli spazi corrispon-
denti a radici non nulle hannc invece tutti dimensione 1l e &

puo' essere decomposto come scmma diretta di questi sottospa-

zi di radice e delle sottoalgebre di Cartan

G:H@(%R‘Eq) (11,2,3)

Per descrivere adeguatamente la struttura di & si devono ri-
cordare alcune proprieta’ dell’insieme R delle radici.
i) Se «e H* e' una radice aliora anche -do lo e',e le uniche

radici multiple di £ sono 0,* & .
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ii) Se x 4 ed X@ Sono i vetgtorl &Y radice asscfiati rispet-
tivamente alle radici « e (3 e se il loro prodotto di Lie

[x e' non nullo,allora gquest'ultimo e' un vettore

« 'Xa ]

di radice relativo ad « +{» ;si scrivera' quindi

[xa,xp] € G+F (I1,2,4)
€ nel caso particolare in cui q+p =0

[xﬂh’(*-d.-_] e H

iii) Con 1l'insieme delle radici si puo' generare uno spazio

vettoriale euclideo.

La forma di Killing che e' non degenere in § (per la semisem-
plicita') e' non degenere anche in Hiallora,se p €eH* e' una
qualsiasi forma lineare su M esiste un unico elementol}e H

tale che

B(hp )=l VheH (BT 2 55)

in particolare possiamo associare ad ogni radice eR c|H

un vettore ho\ .

Consideriamo 1'insieme delle combinazioni lineari a coeffi-
cienti reali degli h, cosi' definiti ed indichiamo con m®
tale spazio vettoriale reale.La dimensione di ‘qu coincide
con la dimensione di M sui complessi : cio' significa guindi
che esistono almeno r vettori di tipo h 4 che costituiscono
una base per ng quindi anche r radici « €R che sono una ba-

se per .
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La forma di Killing ristretta ad 0'* assume valori reali ed
e' definita positiva.Se allora gonsideriamo l'insieme R‘R del-
le combinazioni reali delle radici esso e' uno swazio vetto-
riale di dimensione reale r ; su esso e' possibile assegnare

un prodotto scalare come segue : se ¥ , V€ ﬁitﬂ? definiremo
({":"):BC""W""V)‘ (v =v(hp) (11,2,6)

dove i vettori h, ,h,, Ssono associati alle forme p ,v in ba-

}A
SEIED WEE BRSO Sl

. . . . R .
Tali vettori stanno inoltre in H" ,e cio' comperta che 1la

(11,2,6) definisce un prodotto scalare in ri » definito posi-

; ' ] R ! :
tivo,e quindi che R e' uno spazio euclideo.

"

iv) E' possibile introdurre in Rm un ordinamento,detto "or-
dine lexico-grafico" come segue : fissata una base ordinata
in Rm“ L=y eltster 1 Bahil R‘R sono rappresentabili come n-=ple
di numeri reali che costituicono le loro cocrdinate ri-
spetto alla base assegnata : diremo allora che uy = (ul,--
che appartiene ad RIg e' maggiore di VvV = (\4,.‘,g_)e RY
e scriveremo H >V ,se la prima componente non nulla del-

la loro differenza e' positiva

He =V L= 90, R FHFT\)K*: =0

In virtu' di guesto ordinamento potremo parlare 1in RC:RH2

di radici "positive" (R*) o "negative" (R").La decomposi-

zione (I1,2,3) puo' allora essere posta nella forma



v)

vi)

4o

&= He G*o G~ . (II,2,3.b)
h ch @ a4 —:6 :
G _(xeR*@r (E “GR*G?

Gli spazi vettoriali QV* e & sono sottoalgebre nilpoten-
ti di § per le equazioni (I1I,2,4).

E' possibile individuare alcune radici positive che non
possonc essere scritte come somma (a coefficienti positi-
vi) di altre radici positive;esse sono dette radici "sem-
plici"” e corrispondono a vettori di radice positiva ncn
ottenibili come prodotti di Lie di altri vettori di ra-
dice positiva.Se r e' il rango di & esistono esattamente
r radici semplici positive o, €R C HI* =S T

che costituiscono una base per R ;se inoltre pe@fr e’
un'arbitraria radice di & essa si scrive,in modo unico,
come combinazione lineare delle radici semplici positive,

con cQeffticidmti. imtexi: e concargi
b .
e sty e b zo, ¥ (11,2,7)

L'insieme delle radici semplici positive sara' indicato
con RS

A partire dalle radici semplici positive possiamo deter-
minare un insieme di generatori per 1'algebra & tra i
quali esistono semplici regole di moltiplicazione di Lie.
Sia infatti o .€R una radice semplice positiva;ad essa
associamo tre vettori in & in guesto modo : kd;6&E

definito dalla (II,2,5). Xq: € ¢t , x €& ,vettori

di radice qualsiasi corrispondenti ad o, .Considerando
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lg varia teche ' {h s ax al variare di o; € Ry ,co-

struiamo la "hase di Chevalley" di G come segue

boisias wiZhe g c [

—af!
fd' 2 xX_ . I
dps X6l g fis O e (11,2.8.0)
[O‘l'n' Oi‘) 5()(‘4;/ x«;)

Per quest! elementi valgono le seguenti regole di molti-

plicazione

['64.‘;4":]:54} L’A— (I1,2,9.a)
(4,67 = Ay 4] [J"i'][}:]“Aij (I1,2,9.b)
{in tali formule non si deve sommare rispetto agli indi=~

ci ripetuti});gli elementi A;j costituiscono una matrice

detta "matrice di Cartan” ed il loro valore e' dato da

s  (eiety)

|J-— - (o(l‘,u{{)

che e' un numero intero per tutte le coppie di radici
semplici &;, &) .
La matrice di Cartan determina univocamen:ze 1a struttura
dell'algebra di Lie semisemplice G.
Successivamente indicheremo sempre con ed,ffs rispettiva-
mente i vettori di radice positiva (d)o negativa (-B)
nerati per prodotto di Lie dagli elementi della base di
Chevalley.Essi individuano tutti i possibili spazi di

radici e costituiscono una base (nel senso degli spazi

vettoriali) per ¢t e per G ..

§(IX,2.b):"Rappresentazione di Algebre di Lie semisemplici

complesse”

Consideriamo una rappresentazione T dell'algebra & semisem-

4
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plice complessea. su uno spazio vettoriade V di dimensione fini-
ta;cio' significa che esiste una mappa che ad ogni elemento
ae & dell'algebra fa corrispondere un'operatore lineare T(a)
che agisce sullo spazio V,che tale corrispondenza e' lineare
(rispetto alle strutture di spazio vettcriale di G e di V) e
che associa al prodotto di Lie [a,b] di due elementi arbitra-
ri dell'algebra il commutatore [T(a),T(b)]=T(a)T(b)-T{(b)T(a)
tra gli operatori corrispondenti (il procdotto degli operatori
e' ovviamente definito in una data base dal prodotto tra le
matrici che rappresentano gli operatori).

Se W e' una sottoalgebra di Cartan,e quindi abeiiana,le matri-
ci T(a) con aelHl soro simultaneamente diagonalizzabili su V.
Esisteranno guaindi dei vettori\q*ev tali che,per ogni ele-

mento heH si ha
T(h)vr=y¢(la)vh (L3, 10

essendo u¥ e H* una forma lineare definita su HLPer ogni forma

W 1'insieme dei vettori VF per 1 quali vale la (I1,2,10}) e’

un sottospazio vettoriale di V che pcssiamo indicare con vt ;
nel caso in cul esso non si riduca al solo vettcre nullo

(VH # [0) ) la forma lineare p viene detta "peso della rappre-
sentazione",e i vettori vl "vettori di peso u".Una rappresen-
tazione di G sY uno spazio di dimensione finita ammette almeno
un peso u.

Di notevole importanza €' il modo in cui gli elementi di &

agiscono sugli spazi v¥. se " e-Gf e' uan vettore di radice
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di & associato alla radice «€ R,la sua azione su un vettore
di peso V& V. da"* luoge ad un® vettere nulle,e ad:;unyaltro
vettore di peso,associato al peso p+A € HF : in generale po-

tremo guindi scrivere

o « b
eV X €G = T(xa)de V"' nI 2. A1)

I
Un vettore v,e V si dice "vettore di peso massimo" se A e’
il massimo dei pesi della rappresentazicone rispetto all'ordi-

ne lexico-grafico in HF ; questo implica che v, e' annichilato

da gualsiasi vectore éi radice pocsitiva

x€G aeRt = Tlhyv=o el
condizione sufficiente e' ovviamente che sia annichilato dal-
le radici semplici;richiederemo inoltre,perche’ N sia "di
peso massimo”,che esso sia ciclico,cioe’

1_Ch%)%4=\’

in tal caso si dice che AeWe’ il "peso massimo" della rap-
presentazione.Se Ae HF e' il peso massimo della rappresenta-
zione,allora il sottospazio vA e unidimensionale,ed ogni

altro peso y della rappresentazione puo' essere scritto nella

forma
M)
M= A= 2 mu; ohERs (L2513}
1=/
essendo m . numeri interi e non negativi : lo spazio della rap-

presentazione si decompone inoltre in somma diretta dei sotto-

spazi vt

V- eVl (I1,2,14)
K
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Chiameremo questa rappresentazione di & "rappresentazione di

peso massimoA " e la indicheremo con T, ¢ la ciclicita’

del vettore di peso massimo implica l'irriducibilita' della
rappresentazione,inoltre si dimostra che tutte le rappresenta-
zioni irriducibili sono di peso massimo.

Si dimostra anche che pe HF* e' un peso della rappresentazione

se e solo se p(hyl = (p,hy) ' un numero intero per gqualsiasi

radice « di R ; esso inoltre e' un peso massimo se e solo se(ijaﬂ
e' non negativo per tutte le radici semplici e quindi per tut-

te le radici positive
A peso max =y (A )20 Vo eR™ { 10224 L6

per le radici negative si avra' ovviamente (A, P '<0 , in
virtu' del fatto che 0,f>,-[> sono tutte e sole le radici mul-

tiple di[B

§(I1,2.c):"Sottogruppo di stabilita' per il vettore di peso

massimo”™

Sia T , (&) la rappresentazione irriducibile di & ascociata

al peso massimo 4 € #*.Vogliamo considerare la possibilita' di
definire un set di stati coerenti associato a questa rappre-
sentazione irriducibile;a tal fine sceglieremo come vettore

di partenza il vettore v, di peso massimo ; questa scelta e’
dovuta al fatto che tale vettore e' ciclico per la rappresenta-
zione Ty 6.

E' necessario quindi determinare la sottoalgebra € di & corri-

spondente al gruppo di stabilita' del vettore di peso massimo.
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Ricerchiamo gli elementi di & che annichilano v, ,o che hanno

1

vy comq/autovettore ; l'esponenziazione di tali elementi da'

luogo ad operatori che tm@3formano il vettore N solamente per

un fattore moltiplicativo.

Per la definizione di vettore peso della rappresentazione
(I1,2,10) gli elementi della sottoalgebra H di Cartan sono
diagonali su vy

T, (WVa= AW U, Vhe H
Essendo inoltre A il peso massimo,i vettori di radice posi-
tiva x,€ &% annichilano v, (II,2,12)

T, (x)Va=0 Yxi e '
Anche alcuni vettori di racdice associati a radici negative
potrebbero comunque annichilare il vettore di peso massimo.
Se in fatti x e & e' un vettore di radice corrispondente al-
la radice negativa -d,1'operatore corrispondente T(x_,) appli-
cato iterativamente al vettore v, da’ origine ad una serie
di vettori pecso corrispondenti alle radici u = A -k«

(essendo k il numero di volte che T(x__,) e' stato applicato);
tale serie si arresta gquando si ottiene un vettore nullo.
Se p e' Yintero per cui si ha
b pe
' AR,
T4 (x-HVato T, Y=o

allora la "lunghezza" p della serie e' data dalla relaziore

2 (4,8)
pudis

e 88,2, 06
) ( )
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E' evidente che x_ 4 (aeR*Y ) annichila v, se e solo se la
serie ha lunghezza nulla : cic' avviene,:in base alla
(I1,2,16),se e solo se la radice « e' ortogcna.e al peso.
(cioe' (A,« )=0).sfruttando questa proprieta’ riusciamec a
completare la determinazione della sottoalgebra $ del vettore
di peso massimo.Osserviamo dapprima che le radici ortogonalil
al peso massimo sono tutte e sole quelle ottenute come combi-
nazioni lineari (a coefficienti concordi) ¢i radici sem?lici
ortogonall : infatti,per definizione di prodottec scalare in

R®R (11,2,6),5i ha che
W)= Blhhy)= A(ha) (11,2,17)

Se # e' una radice gqualsiasi essa puo' esssare scritta come
combinazione lineare di radici semplici positive,con cceffi-
cienti interi e concordi (II1,2,7).A gqueste radici ccrrisoonde

un vettore h e H che possiamo esprimere nella base h, come
]

[
segue
WL
.':Z.C,‘ 3

(b l‘:-"i L 41
per determinare i coefficienti c_, dello sviluppc consideriamo
il prodotteo scalare tra vettori hP ,hd. definiti dalla (II1,2,5)

8

B(kp.kac)=(@‘°‘f) P (hai) = Z [J-‘ (L*ou
D'altra parte,sfruttando lo svilupgo di h{s e la bilinearita’

della forma di Kiliing

B (nping )= B (5 k) 4‘.) R LICH

_ZchJ, )

]~

"TMP

9, (kd“)

!
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Confrontando le due espressioni e ricordando che B e' non de-
genere osserviamo che i coefficienti dello sviluppo di hrs
sglla base delle h% ceoinoidono caen 1 ceefficientdi di P Ti-
spetto alle radici semplici : per tale motivo la combinazione
lineare che definisce hﬁ ha coefficienti concordi.

L'espressione (II,2,17) del prodotto scalare e' allora

n 2 n

) - ’10‘@’A(i%‘kﬁ}?:,P"’[C‘"‘"‘):i%" Oigey . AfT2 17 o
ricordiamo che il peso massimo A ha proiezione positiva su
tutte le radici semplici (I1,2,15) ; essendo inoltre i cceffi-
cienti B, concerdi la (II,2,%i7b) si annulla se e solo se sc-
no nulli tutti gli addenai ﬁi(A) di) : e' allora ovvio che

le uniche radici semplici che possono comparire nell'espressio-
ne di b sono gquelle ortogonali a A

'Indichiamo con (RS% e con (Rg), 1 sottoinsiemi delle radi-

ci semplici positive rispettivamente ortogconalli e non ortogo-

nali a peso massimo

(Qs),—' {diég‘ C«l,dl').: o_} LT L. Y lda)
Ges)« < {ogel?; (4) #0 § (II,2,18b)
In sostanza i vettori radice x_F,ecfp di radici negative che
annichilano il vettore di peso massimo sono tutti e soli quel-
li associati a radici (negative) "generate"” dalle radici sem-
plici di (Rj)e
Considereremo quindi il sottospazio (G"% di & costituito
da combinazioni lineari di tali vettori radice ; esso e' una

sottoalgebra di ¢ .Se infatti x 27%_p SONO vettori di (&~ N ¥




43

cioe' se ( A,B)=( ), Y )=0,allora anche il prodotto di Lie

[x_gox_yl sta in (&~ : questo perche' esso o e' nullo,o e’

)O
un vettore di radice associata a -(P +Y ) (I1.2,4) e ,per la

bilinearita' del prodotto scalare,anche [+Y e' ortogonale
aA:

(Ap+y) = Ap)+(AyY) =0
La sottoalgebra (&~ ), coincide ovviamente con la sottoalge-
bra generata per somma di vettori o per prodotto di Lie,dai
vettori f (II,2,8b) della base di Chevalley,corrispondenti a
radici semplici ortogonali al peso massimo

La sottoalgebra & e' allora :
+ -
s-H o & e@), (IT,2,19)

Potremo gquindi scrivere
Yxe $§ T & =TV mTeoe @ (11,2,20)

(la mappa puo' essere considerata una ragpresentazione uni-
dimensionale di $ sul campo complesso).

La §& e' eiffettivamente una sottoalgebra di & ,Infatti ognuno
dei tre insiemi M., (G~ ), lo e',ed in particolare e' anche
uno spazio vettoriale : la somma diretta $ e' gquindi ovviamen-
te uno spazio vettoriale.

Per quanto riguarda il prodotto di Lie possiamo affermare :

i) ®,e'1ce? H,(67 )., 1c{& ) (*)

o
Raskera’ verilicare le relazieni (%) BUL ¥ettori €4 of.
ottenuti come procdotti di Lie dei vettori della base di

Chevalley (II1,2,8) poiche' essi costituiscono una base
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per ¥ e &~ ;d’altro canto essi scnc vettori di radice,
cioe'autovettori degli operatori ad(H} :

Tho£a) = wfb)ee & [hfule-ah) &
e guindi la (*) e' banalmente verifica+a.
¢ ,(¢" ), 1cs (*x*)
Anche 1in questo caso e' sufiiciente esaminare i prodotti
di Lie del tipo [ed,fp].Se Aa+p =0 (cioe’ ﬁ =- &) si ha
[eq,fale Hcs ; se o(+f-> #0 i casi possipili sono dues :
Iea,ﬁB]=Oess, oppure per la (I1,2,4) [ed,fp]=xi_ﬁ.
Se d—ﬁ e' una radice positiva,xd_(f@-*c?& ; se invece
“« -~ e’ una radice negativa bastera' verificare che il
prodotto scalare con A e' nullo ; per la linearita' del
prodotto scalare avremo :

(A, &-3) = (Aa)- CAp)

si e' sfruttato il fatto che f e' ortogonale ad e

I

(i) > 0

l'equazione (If,2,1S).D'aitro canto,se la disuguaglianza
valesse in senso stretto p(-@ sarebbe una radice pesiti-
va contro 1'ipotesi,deve guindi essere :

(A &-p) = O

gaesto comporta che x (e 'fO] €& ) CcS.

a-(s: ] [+

Essendo quindi $ chiuso rispetto al prodorto di Lie esso e’

effettivamente una sottoalgebra di Lie di & ; dalla dimos<tra-

zione segue anche che esso e' generato dai vettori di radice

associati a tutte e sole le radici che hanno proiezione non

negativa sul peso massimo,tali cioe' che

(A, 4;) 20
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Nel caso particolare in cui (G~ ), ={0],cioe’ nessun vettore x_

corrispondente a radici negative annichila v, ,1la sotcoalgéra

U
$ coincide con la cosiddetta "sottoalgebra di Borel™
B=H&®G

in base alle proprieta' dimzcstrate precedentemente questo av-
viene quando il peso massimo ncon e' ortogonale ad aicuna ra-
dice semplice positiva.
Consideriamo ora i gruppi ¢i Lie cornessi G ed S gererati dal-
le algebre @ ed § tramite la mappa esgonenziale :

exp : & —> G
il gruppo S e' un sottogrupro di Lie di G [l2] che corrispcn-
de esattamente al sottogrucpc di stabiiita' per il veticre v

In termini di racpresentazioni del grupro G,che indicheremo

ancora con ', ,la matrice associata ad un elemento g del

o

gruppo si ottiene per esponenziazione della matrice corrispo n-

dente all'elementoe dell'alcebra associato a g ; cioce' se
g = expf{a).,con a& & e se Peta¥ e* la matrice rappresentativa

di a si puo' scrivere :

(@)= Tulep ()] = [T - Z 2 TT@]T

Per guanto riguarda 1l sottogruppo di stabilita' S potremo
affermare che : se s = exp(x) con xe¢% (cioe' se S) si ottie-

ne,operando sul vettore di peso massimo :
A r < o = k
: - = — 1T, (x = /-L NG
i CJ‘JA Eoklw,{()] Vi E_D kl‘lrré")] A
TG va = = "7y (Tl 80 210

dove si e' utilizzata la (II.2,20).
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Possiamo quindi affermare che ogni elemento del sottogruppo

di stabilita' S agisce su vA come un fattore moltiplicativo.
§(II,2.4):"Costruzione del set di Stati Coerenti®”

Poiche' 1lo spazio vettoriale complesso V della rappresentazio-
ne irriducibile TA ha dimensione finita,esso puo' essere do-
tato,essendo isomorfo a € (n = dim Vv € ™) di un prodotto sca-
lare,che lo rende uno s®»azio di Hilbert.Utilizzeremo cuindi,
d'ora in poi,la notazione di Dirac per rappresentare gli sta-
ti associati ai vettori di V e gli operatori agenti su tali
vettori.Indicheremo quindi per esempio con | L ,H > 1o stato
associato al vettore peso della rappreserntazione ccnsiderata,

Ju
essendo A il peso massimo e p = A - Z p.o, un qualsiasi

=
veso; 11 vettore di peso massimo v, corrisponde alio stato
| A, A >.Tale notazione,analoga a guella utilizzata solitamen-
te per gli autostati dell'opersatore momento angolare,consente
di porre in evidenza la rappresentazione irriducibile alla
gquale cl si sta riferendo,essendo quest'ultima individuata
univocamente dal Yeso massimo ;osserviamo pero' che in gue-
sto caso sia A che u non sono dei numeri ma delle forme 1li-
neari definite sulla sottoalgebra di cartan (0.
BENOra A = [geG t.c. ¢A A T(g)] 4, 4> # ol.
Per gli elementi di tale insieme possiamo definire gli stati

coerenti come segue

Ta(a)14.4>
AT (G )1AAD

195 =
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Tale definizione dipende solo dalla classe laterale gS.,e non

dal particolare rappresentante g in essa scelto ; se infatti

g' e gS,cioe' se g' = as ccn se& S possiamo scrivere
l%‘>=T"(‘3‘“'“ TR T (Y At h

<AAIT(g'}IAAY CAA T 8y T (s) LA A>

Utilizzando inoltre il fatto che | A, A> corrisponde al vet-
tore v, €1 peso massimo e sfruttando 1la proprieta' (II1.,Z2,21 )

e la linearita' del prodotto scalare e degli operatcri si ot-

tiene
Ig's - LT (@) AL Ty e (05,2255
4’—””&,—1! T (3) 1AA A4 T (g)IAAD
Cosi' facendo associamo uno stato coerente ad ogni dunto del-

lo spazio omogeneo quoziente G/S,in accordo con la definizio-
ne generale di stati coerenti. Osserviamo inoltre che poiche’
il sottogruppo S di G contiene il cosiddetto sottogruppo di
Borel B = exp(BR)} dgenerato dalla sottoalgecra B - W& G ’

esso e' un sottogruppo "parakolico”,lo spazio quoziente G/S

)

e' compatto [16].

Per individuare in mcdo univoco le coordinate su G/B da asso-
ciare allo stato coerente |g> conviene utilizzare alcune de-
composizioni del gruppo G che possono essere applicate in ca-
si sufficientemente generali : per i gruppi di Lie semisempli-
ci complessi puc' essere sfruttata la "decomposizione di

Beitles” [159].

——

Mel caso in cui G sia il gruppo lineare generale GL{(n,f).,0 un

S —
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'suo sottogruppo classico qualsiasi,tale decomposizione viene
fatta come segue . Scelta una base in ¢m {ovviamente si pren-
dera' la base canonica) possiamo rappresentare odgni elemento
ge G del gruppo considerato con una matrice quadrata(nxn)in-
vertibile.Diremo allora che g&€G e' un "elemento regolare" se,

definendo

%14 %41 . %4&:
Ak (3‘).—.’ M ??—I 321 o g':—lu. 52 '1., , ‘M
qh; Q’kt 3 gk—k

i1 minore principale di ordine k della matrice associata a g,
si ha

8 (g) #° R s

l'insieme Grug degli elementi regolari di G e' connesso,aperto
ed ovunque denso in G,mentre il suo complementare C;-G,m‘,3 ha
dimensione inferiore rispetto alla dimensione di G [15,pagy.270].

Per gli elementi g¢& G vale la seguente "decomposizione di

Req

Gauss"

g=t'ht" 1627 heH 2teZ’ (1L52,3%)

essendo z2*(z2~) ed H i sottegruppl di G costituiti nispettiva-
mente da matrici triangolari alte (basse) aventi elementi dia-
gonali uguali ad l,e da matrici diagonali ; tale decomposizio-

ne e' unica. N
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E' inoltre possibile scegliere una base nello spazio della
rappresentaziorne in modo tale che thg ¢ A ,quindi la decompo-
Sizione di Gauss e' applicabile a tutti gli elementi g
per i gquali si puo’' definire lo stato coerente (II,2,22a).
Osserviamo pero' che G-A ¢ G—G"01 e pertanto 1l'insieme G-A,su
cui si possono definire gli stati coerenti |g>,ha dimensione
minore di G.

Nel caso di G generico gruppo di Lie semisemplice complesso
vale una decomposizione analoga aila (II,2,23) per un sotto-
insieme G/_u_9 aperto connesso ed ovunque densc in G ; i sotto-
gruppi corrisponcéenti Z7,Z%,H possono essere posti,in una op-
portuna rappresentazione,nella forma data per il casc di
GL(n,€) e dei suoi sottogruppi classici.

Possiamo associare 1 sottogruppi z”,2%,H ad alcune sottoalge-

bre di & gia' introdotte precedentemente ; consideriamo infat-

ti la decomposizione (II,2,3b)deli'algebra G
G: E’H@G’+$(I‘r—

e' possibile scegliere una base in € in modo tale che le ma-
trici(nxn)che rappresentano gii eiementi di 00,6%,6~ siano ri-
spettivamente diageocnali e triangolari alte e basse ccn elemen-
ti diagonali nulli.

Poiche' inoltre il prodotto 4i matrici diagonali e' diagonale,
e il prodotto di matrici triangolari e' triangolare dello stes-
so tipo (ed avendosi zero sulla diagonale in questo caso sono

anche matrici nilpotenti) in questa particolare rappresentazio-
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ne i sottogruppi di Lie associati tramite la "mappa esponen-
ziale" alle sottoalgebre H,&%,&  sono le parti connesse con

1'identita' di H,Z',Z- e coincidono esattamente con questi

ultimi nel caso in cui il gruppo G di partenza sia connesso,
si potra' quindi scrivere

+

H =.expmm Z = expi&t ) z~ = exp (&~ ).

Applicando la decomposizione di Gauss nella definizione
(I1,2,22b) per gli stati coerenti |g> associati ad elementi
regolari,si scrivera’

T A T () T, (W), GY) 144
CAAT T ()44 AT () T (h) T, (34)144>

lg»=

sfruttando il fatto che z* ed h appartengono al sottogruppo

di stabilita' S di v, (e quindidello stato | £.,4 >), e seguen-
do lo stesso procedimento adottato per ottenere la (II,2,22b)
potremo scrivere

Tal2D Va4
CAATL(RD IAAS

|z=72=195 = € 727 wxp (&) (1I,2,22c)

dove si e' etichettato lo stato coerente con 1'elemento del
sottogruppo 2

Osserviamo ora che e' possibile fattorizzare ulteriormente

in 2= € Z7 una parte "di stabilita'" ed una parte "efficace"
su [A,A >.Consideriamo infatti la sottoalgebra nilpotente &~ ,

essa puo' essere decomposta come segue

G - &G0, (@")ﬂe(@,")i (I1,2,24)

aeRT
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essendo (G~ by la sottoalgebra definita precedentemente ed
essendo (&~ )y lo spazio vettoriale definito dalla stessa
(I1,2,24).Una base per (G'“)ﬁ e' costituita da vectori di
tipe i teon rirwale.eler (A L& (PN feslsehde < iwma madice po=
sitiva) -
Da questa osservazione seguono alcune proprieta’ del sottospa-
zio (& ),
i) (@~ ), e' una sottoalgebra di &~ ,cioe’
E(GT‘) .(G“ -:.] = CG-)»:.
Bastera' verificare gqueste relazioni per i vettori [y
della base ; se f, e fg sono due di tali vettori (cio’
significa (A, }50,(A,f })>0 ) il prodotto di Lie
[fd.fp] e' nullo,nel qual caso appartiene ovviamente al
, g ~(4p)
sottospazio (& ), ,oppure e' un vettore x“@HQGG :
Osserviamo ora che la radice (¥ +( ) e' non ortogonale
a A yifffadtsi
(A drp) = (A&)+ (Ap)> O
la disuguaglianza e' vera perche' vale per ognuno dei due
addendi,questo comporta ovviamente che Ifq,q;]é-US’ 2
BRI e iy et any jdeavedi-Gyoioe’ [T, (67 ), 1€ (67 )
Decomponrnendo la &~ secondo le (II,2,24) possiamo scri-
vere :
[, (6),] = [@Ds [&)s] + [@D,.(6),]

sfruttando la proprieta' i) bastera' mostrare che ;

[@:l')o ,(G')i—l (= CG-)-x
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utilizzando ancora una volta i vettori di base Taes ri-
percorrendo 11 procedimento utilizzato nella dimostrazio-
ne della i) e’ sufficiente che si abbia (A, o+ P)#0 ,
essendo pero' guesta volta (A,«)=0e (4,p )>0.
calcolando quindi il prodotto scalare otteniamo
(A s+ ) = Hit)+ (Ap)=(AB) >0

che dimostra 1'asserto.

iii) In virtu' della decomposizione di &~ in somma diretta

degli spazi vetzoriali (&~ ), .(G ) si ottiene anche

1

Grazie alle proprieta' dimostrate siamo in grado di applicare
una proposizione che consente di decomporre il sottogruppo 2
Sia T un gruppo di Lie semplicemente connesso e sia M la cor-
rispondente sottoalgebra ; siano L ed M sottoalgebre di T ta-
li che : (1) . e’ ideale di ™ ; (2)'P =L +02 ; (3} Lo = (0].
Siano quindi L,M i sottogruppi di T corrispondenti alle sotto-
algebre IL ed MW allora : (1) L,M sono semplicemente connessi ;
(2) T = LM ; (3) LaM = {e) [15, pag 553].

Facendo le seguenti identificazioni
T G C:T= Z,") ]Lr-(@t—)d M:(G(’—)o

ed utilizzando le proprieta’ i},ii),iii) dimostrate preceden-
temente possiamo applicare la decomposizione e decomporre un
qualsiasi elemento z~ €2~ come segue
27 Lw w=pw) we(G),
= axp(4) 4e(6),



Tornando alla definizione 4i stato coerente (II,2,24),utiliz-
zando la decomposizione z‘z(;cu ed osservando che WwW=expl(w)& S

e' un elemento del scottogruppo di stabilita’' di v Ssi ottie-

A
0 5) [4A>
gy = 127 = T(a) 1
<A T(E) 1445
- wp(y) o A4e (@) (B1.24223)

La formula (I1,2,22d) mostra che 1 sunti dello spazio omcgerneo
quoziente sono otteruti esponenziande la sottcalgebra (& 7)),
In generale i punti di un gernerico svazio quoziente T/L (T e
L gruppi di Lie) si ottengono esponenziando il sottospazic M
definito da T=00-L essendo T ed L. le algebre di Lie di T e L [47].
Piu' precisamente in questo modo non si ot+tiene tutto lo spa-
zio quoziente T/L ma un intcrno aperto connesso del punto cor-
rispondente alla classe laterale data dal sottogruppo L : si

17

Puo '’ passare ad un gualunque altro aperto operando con 1! grup-
po T che e' trarsitivo su T/L.Cort la decompesizione abbiamo
visto che 1'aperto ottenuto con lespcnenziazione suddetta e
denso in T/L ; i punti non compresi in tale aperto sono guel-
li che corrispondono a classi laterali costituite di elementi
tutti non regolari,l'insieme dei quali ha misura nulla.Infat-
ti ad ogni punto non regolare x dello spazio quoziente corri-
sponde una sottovarieta' p"l (x)=gL (3 elemerto non regolare
della classe laterale) l1la quale ha dimensione uguale a

dim(L) . Percio' la dimensione del sottoinsieme dei punti non

regolari di TJ/L e' uguale a
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dim(T-T y-dim(L) < dim(T)-dim{L) = dim{(T/L)

w&

e la misura di tale sottoinsieme e' nulla.

Cio' implica che 1'aperto ottenuto esponenziando M e' idoneo
al calcolo di integrali sullo spazio quoziente.

el nostro caso M e' la sottoalgebra UP')1 che e' complessa
ed e' isomorfa a ¢ come spazio vettoriale N=¢im{ (&~ )1 10
In tal modo abbiamo costruito una carta complessa per lo spa-
zio quoziente sulla quale sara' possibile fare calcoli espli-
citi in coordinate.

Si noti che il fatto che i punti dello spazio quoziente siano
ottenuti esponenziando una sottoalgebra non sigrifica che 1lo
spazio duoziente sia isomeorfo ad un gruppo di Lie,in gquanto

l'esponenziazione,come gia' detto,non puo' essere opgerata glo-

balmente.
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S (IXrIr.,3) ="stati Coerenti di

Gruppi 4di IL,ie reali

semisempilici compabetsil Y

§(I1,3.a):"Forme reali di Algebre di Lie semisemplici

complesse”

Nella trattazione degli stati coerenti di algebre di Lie semi-
sermplici abbiamo richiesto che la rappresentaziore T dell'al-
gebra & (e quindi quella del gruppo corrispondente) fosse ir-
riducubile.D'altro canto glii operatori utilizzati in fisica
sono operatori unitari e tale dovra' quindi essere 1a rapfre---
sentazione di G se vorremo associare allo spazio della rappre-
sentmione il significato di spazio degli stati del sistema.
Per tale motivo e' opportuno considerare gruppi di Lie compat-
ti (come spazi topologici } : ogni rappresentazione ccntinua
di un gruppo compatto su uno spazio di dimensione finita,dota-
to di prodotto scalare ("spazio prehilbertiano”) e' infat:i
equivalernte ad una rappresentazione unitaria continua [15,pag203].
E' comunque possibile costruire ragpresentazioni irriducibkili
unitarie anche per gruppi non compatti (in generale di dimen-
sione "numerabile” o addirittura "continua” [28]) ed una di

gueste verra' esaminata in dettaglio nel prossimo capitolo.

Dato un gruppo di Lie semisemplice complesso e connesso €'
possibile costruire un sottogruppo di Lie semisemplice compat-

to (reale),che viene detto "forma reale compatta del gruppo"

[15,pag 583].Se inoltre T e' una rappresentazione irriducibi-
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le del gruppo complesso di partenza,la sua restrizione alla
fonma - nedlieper wan cemamisrrFitduc iion Weles s'ef 1 1ia, ifonmal reajlel e’ jcor=
patta puo' essere considerati la rappresentazione unitaria ir-
riducibile equivalente.

La costruzione esplicita della forma reale compatta di un ge-
nerico gruppo di Lie semisemplice complesso si fa sfruttande
la corrispondentefalgebra di Lie 6.

Sia & un'algebra di Lie semisemoiics complessaj;essa e' panca-
bile come algebra di Lie reale di dimensione reale Jdoppia ri-
spetto aila dimensione complessa : indicheremo cen (I;-rR gueszta
struttura e la chiameremo "realificazione di &" : savremo quin-
di per le dimensioni :

dim m(crr’R) = 2dim . (G)

a

Se 6, ¢ G e' una sottoalgebra reale di @® tale che :
eR -¢, o i6o (I1,3,1)

allera 6, e' cetta "forma rezle di #",ovviamente si ha :

dim . (G ) = dim . (6)

a
Ogni algebra di Lie reale semplice e’ una realificazione o una
forma reale di un'algebra di Lie semplice complessa ; va pero’
notato che la forma reale di un'algebra di Lie semisemplice
complessa non e' unica. Se G, e' una forma reale di & essa

Si dice "forma reale compatta" se e' un'algebra di Lie di un
gruppo di Lie compatto.Indicheremo,é'ora innanzi,con G - 1la

(unica) forma reale compatta di G e con(:lR una qualsiasi for-
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ma reale.Una equivalerte caratterizzaziore della compattezza
di una forma reale utilizza la forma di Kiliing.Valgqono infat-
ti i seguenti risultati
i) La forma di Killing B di &, coincide con la restrizio-
ne della forma di Killing B d4di G.
ii) La forma reale an e' compatta se e solo se la sua forma
di Killing e' definita negativa.
La forma reale compatta di un'algebra di Lie complesca semi-
semplice e' unica (a meno di automorfismi),ed o¢ni altra fer-
ma reale di G si ottiene dalla ¢, utilizzando un automorfismo
irvolutorio d4i €, ,cioe' un'applicazione 5, : 6, — G,
per la quale valga la proprieta' S,2-I.I1 metodo concul tale
forma reale =i costruisce e' il seguente
i} Si estende 1'automorfismo S, a tutta 1l'algebra Gﬁz:¢;®&zg
come segue
S Ga—) G
S(x+iy) = S (x)=1is5 {(v)
(la definizione ha senso perche' %,y e€®. € guindi S (X},
S(V)eG)
ii) si considerano gli "autospazi" dell'operatore S, (essendo
So 2=I gli autovalori possono essere solamente *l) e si

decompone ®&, come somma diretta dei due autospazi
I &
6o = (G5 ) + (&)

1ii) Linsieme definito da
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+1

G, = (&) rile ;) (I1,3,2)

' una sottoalgebra reale di_d;-"z e G'R= GIR & A ,quin-

e
di Gz e' una forma reale di &.
E' allora evidente 1l'importanza della determinazicne delle
forme reale compatta di un'algebra dt Lie semisemplice G,che
si costruisce in modo estremamente semplice a partire dalla
base di Chevalley (II,2,8) di &.Se infatti normalizziamo ey
ed fy Iin modo tale che sia B(ea,fd)=l allora 1 vettori
iB g i ileg +faq ) ; (eq =fa ) (II,3,3)

costituiscono una base per la forma reale compatta &, di &

essendo la h, definita dalla (T En 5N
§(1II,3.b):"Costruzione del set di Stati Coerenti”™

Sia G, un gruppo di Lie comrpatto semisemplice e sia &, la
sua algebra di Lie,@¢, €' la forma compatta dell'algebra di
Lie complessa semisemplice & = &, ®1%, .sia U(g) una rappre-
sentazione unitaria irriducibile di G sSu uno spazio di Hil-
bert v di dimensione finita (&dimV=n).Scegliendo in V ura base
ertonoermale le matrici della rapgresentazione U di 6 sono
unitarie {158,pag 59] (cioce’ (U(g""))ii :(U(g)j[ ) =,

Alla U e' associata una rappressentazione irriducibile dell'al-
gebra ¢, di G, ;essa e' costituita di matrici antihermitia-—
ne a traccia nulla.Cioe',se indichiamo con A(x) la matrice
corrispondente all'elemento X €& ,si ha:

m
AUREEN (G I SR A SRR TN TR A S ) i=10)
0] ." icl b
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Per ottenere il set di stati coerenti del gruppo G, conviene
estendere la rappresentazione U di 6, ad una rappresentazio-
ne (irriducibile) olomorfa della ccmpliessificazione 6=6, 061G,

di ¢, alla guale e' associato il psso massimo A .Detto pedtipl 3
il vettore di peso massimo potremo definire il set di stati
coerentl in modo analogo a quantc fatto precedentemente

L)C%)14,1>_4
<AA| U(g)14,4>

8% = eAo (I1,3,4)

essendo A, = AN G, ={g€G, t.c.<4 ,A|u(g)| 4,4 >#0 1.
Anche in guesto caso la definizicne diperde dalla soia classe

laterale in G, /S essendoe Sy =-ts éGotLU(SHAA>%5m”MA)WﬁkR]:G°(\5-

o
dove S e' il sottogruppo di stabilita' di G = exp(®) per 1la
rappresentazione considerata. Osserviamo [16] che lo spazio
omogeneo G, /S, coincide con G/S e pertanto e' una varieta’
complessa (e,per gquanto affermato in precedenza,compacta).

In analogia con gquanto fatto per gli stati di Glauber (§(I.2}:
proprieta' v) ) e' pnssikile dare una rappresentazione di G

su uno spazio di funzioni aralitiche definite sulla varieta'
cemplessa Go /Se utilizzando il sistema di stati coerenti.
Questo spazio di funzioni e' una generalizzazione dello spazio
di Fock-Bargmann.

Associamo ad ogni vettore jy,>€ Vv una funzione cosi' defini-

ta

~ A V@) |y

Tle o« ; (,3,5)
e e e & LA D
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In modo analogo a quanto fatto per 1'espressione (II.,2,22b)
si dimostra banalmente che guesta funzione éipende solo dailla
classe laterale gSo e non dal particolare rappresentante in
essa scelto.Se indichiamo con p la proiezione che © associa
ad ogni elemento g del gruppo la sua classe laterale gs., 1la
(II,3,5) definisce una funzione analitica in p(G, n A_ ).

Infatti essa e' la composizione di funzioni analitiche

u‘{%)p(v) <4ﬁl()"({)lc{/>
<AALUM g WA A) <AAT U YA

(A,0G ) sV —0 > vV —> cC

essendo la rappresentazione unitaria e il prodotto scalare
entrambe funzioni analitiche.
In particolare,scegliendo una base ortonormale [}{i>,i=l,...,n}
per lo spazio V potremo considerare le funzioni associate ai
vettori 14>

/G’,‘;Ca).-.<qli> q € G, n Ao
sfruttando la proprizta' di linearita' del prodotto scalare

N m
e' semplice mostrare che,se [¢ >= 2.41 [&> (¢ =<4 |¢$ ) e
i=

un vettore generico di VvV si ha

™
~ ~
¥(3) = -51 bwls)
Vogliamo ora esprimere il prodotto scalare di due stati arbi-

S
Eart-di v utidizzando' le' fumnzioni "Yi(g) definitie.

A tal fine e' necessario applicare 13 seguente relazione

Sﬂ. I gl Vg)14e> 3 = 47 cpip>4ug,>  (11,3.6)
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dove dA e' la dimensione di V ed essendo dg la "misura inva-
riante”™ del gruppo [l2,pag 272) (la dimostrazione della

(II,3,6a) sara' data nell'appendice).

Ponendo nella (II,3,6a) |4, >=| ¥, >=| A, > otteniamo
du 5 ¥
N ALIPE Olg)4 AAY de =
P2l > S (,fLP‘I fi)l W b <4’3IU(1 MNAAS )
* + :
- 4 SG AU >4 U (Dld> g (11,3,6b)
-]

dove si e' supposto lo stato |4 ,A > normalizzato e si e' fat-

to uso della proprieta' dell'operatore unitario U(g)
.‘.
< 10(g)1 b= <UQo 19> = <PulV (3) ©>F

Ricordando la definizione (171,3,5) avremo

Wuler = e i) gl VS g

~

Il dominie A, di definiziore delle funzioni ¢ oweincide con
G, a meno di un insieme di misura nulla ; infazti,come gia'
detto precedentemente, (G~Ao )c.(G-Gz“‘) che e' una varieta'
diy dimgmsione, inferiore. di- G,e pereie’sha miswra pulda) i di
conseguenza gli integrali calcolati su G, o su A_ coincldo-
no.

La funzione integranda dipende dal solo coset gS, e non dal
rappresentante sceltc sul gruppoj;questo e' infazti vero per

(2 ~
le N@ /P, .COME e' gia' state fatto notare precedentemente,

se inoltre g'=gS, e' un altro elemento di gS, avremo:
AATU (g NARA s <hALUIGYU(s) 1ty < Ad 1UG IV sy 1, A

poiche' S_ e' il sottogruppo di stabilita' di | A,A > e poiche’

la U e' una rappresentazione unitaria si avra'
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DA~ .e,””rm FIE R T €R

e guindi

LAY (Aol s o

B

) | i
ATU(g) 145" T

<AL V(g) 44> =

2 N <A ()AL

Indicheremo allora con w un parametro (in generale wet™)
che individua i punti di G/s, e porremo,per gli stati coeren-

~r
ti e per le funzioni ¥ precedentemente deiinite

jw? = 14> (II1,3,4b)

Ppa)= $(3) = <wipy (I1,3,5b)

essendo w l'etichetta corrispondente alla classe laterale di
g.

Wz :asa
Una tale notazicne potra' essere utilizzata anche per gli ope-
ratori U gquando essi sono applicati al vettore |A,A > in modo
tale che 1'espressione che si ottiene e' funzione del solo pa-
rametro w-

Ponendo guindi,con gquest'uitima convenzione

{wiw)= /(3II<AA|U(W)H.A>M"Z.= Lo JI4A VG AT (11,3,7)
COEE%Q%E%EE%Eu i 'ipteqrale Sullg Sparicafdtione G 48, -6 -sEyl=
" — uﬁw
CATPERS SG/ do 1 )“P:CW) ¢, (w) (11,3,6¢)

e . . . . 0 .
dove dw e' 13 misura invariante definita sulla varieta'
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G, /S, indotta dalla misura dg definita sul gruppo ; una ta-
le misura esiste perche’ il gruppo e' compatto [17].

Osserviamo inoltre che,essendo U una rappresentazione unitaria

si avra' |l1<Ad, Alutw) | A, A >(V2=|]<A A | w>||2<l e guindi
f(w’,‘w) >0.

Introducendo su G, /S, una nuova misura cosi' definita
— CW&W »

potremo scrivere in modo "standard" il prodotto scalare tra
gli stati ¥ ., :

bt = UL SR 4 () o)

P a] - 14 L

(40 = S e

e si potra' aifermare che lo spazio vettoriale (di Hilbert) V

della rappresentazione e' isomorfo allosSrazio di Hilbere: 7B

delie funzliownl analitciche im &, /5 per le quali si ha

(o]

Se, /s drelod MY <4 e0

In particolare,alla funzione qj(w)'%ﬂassocieremo il vettore

|7 = SGo/s:ik(lw) fw) l{’CW)

le cui comporenti sulla base ortonormale |i> sono date da

fim <Sigre (0 dppw) Wy,

Co/Se
La rappresentazione 4di G su guesto spazio H e' estremamenrte
semplice ; la funzione associata allo stato U(g )iy > sara’

infatti data da
<4, A U'lg ) UBe) Iy >
<A A UT(]) (AL

'Lkso(w) - dw IU(‘%o)l‘w = WS %S'
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Sfruttando le proprieta’ di compesizione degli operatori e la

unitarieta’ degli stessi otteniamo

- ol e $/
‘{’%O(W)z <AL US (g3 gy 1> | AN U'ls g )1t> - it Ol g)“_'i)
<4, 41 u*ccé )IA,A) e INEE Cso-'%) LAY AN U’(g)U,A)
<a;lw1 (‘)> F(%O’?)

dove 11 "prodotto”™ tra un elemento h del gruppo con un elemen-

to di 6, /s, 1ndica l'aziene di G,sullo spazio omogeneo ,

compatibile con la sua struttura di spazio gquoziente
L ' -
%\'J:: G& %gozfci‘?)sl: Wo"' %So

e dove abbiamo posto

+ i
o ¢A4 U (8; g)M,J&
(g, 9) —

<441 U%(g ) (A, 4>

Anche in gquest'ultimo caso e' immediato verificare che 1la
funzione H dipende (rispetto alla variabile g) dalla sola clas-

se GS, ;scriveremo guingdi
f_}[g‘,w); ]-"'(c;..?) w’:«a_fo

essendo F una funzione olomorfa sulle variabili ?de w in
G, X PG, 0 A, ).
Indicando ancora con U la rapcgresentazione di G, sullo spa-

zio di Fock-Bargmann generalizzato si scrive esplicitamente
-l
(VLR Y)W = p(3ew) $(35'W)

Sulla varieta' degli stati coerenti G, /S, si puo' introdur-

re una struttura Kahleriana , ovvero la varieta' e' complessa

ed & dotata di una metrica hermitiarna associata ad una 2-for-
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ma fondamentale chiusa [17].
Si dimostra che se F o q:,“'———-*' R e' definita positiva al=-

lora ad essa e' associata la me:crica Kahleriana cosi' &=fini-

ta
JSZ... 22 Ll J—WuClW*fJ
=, Cof
dove
_ Q'F
Jef o ol (II,3,9)

e la 2-forma fondamentale si scrive
o
o?,[b -P

L'elemento di volume di G. /S, indotto dalla struttura Kahle-

riana si specializza come segue
_ld?' 1 N
dV= 4 C_!JC‘L[;)c]w',"A..Aclwn/\Jw*A-. Adw  (II,3,1la)

Nel calcolo di integrali sullo srazio omogeneo (compatto) ab-
biamo utilizzato 1'elemento di volume (II,3,11a) normalizzato

con il requisito

dw = 41
(TI B, LIbY
SGo/S.

La scelta della funzione F e' arbitraria e ad ogni varieta si
possono sovraimporre infinite strutture Kahleriane.La neces-
sitd di una particolare struttura Kahleriana discende dalla
natura fisica dello spazio omogeneo,il quale & interpretato

come spazio delle fasi di un sistema classico corrispondente
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al sistema guantistico assecnato con lo spazio di Hilbert e
1'HEamiltoniana.Come si vedra' in seguito {§(II,4)} la funzio-

ne F che da' la corretta struttura Ksahleriana &
X
Tz 6? ﬂ//‘,ilu(“’) 14A>] (DT 33080

In ultimo oscserviamo che gli spazi omogenei degli s+tati coeren-
ti sono riduttivi [19,pag }90].Si definisce riduttiveo lo spva-
3ie ampgepap T/1 .se.1"algebrs di Lie ' di T e' decemposta co-

me segue

T Mol (L-ekpnadlidl)
[M' L] e

Nel nostro caso T"= &, = §, oM

M & lo spazio vettoriale (ncn & una sottoalgebrs) genera*tc da
tlenfa) G- f) Gabwo

La relazione (I1I1,3,14) & ovviamente verificata poich® prodct=-
ti di Lie di vettori di radice non ortogonali ortogonalil ai
peso massimo con vettori di radice ortogonali con 1'algebra

di cartan danno ancora vetteori di radici non ortogonali.

Se inoltre vale la relazione
[MM] c L (11,3,15)

allora 1o spazio omogeneo e' simmetrico [19] ovvero

per ogni punto dello spazio esiste un'isometria che capovclge
tutte le geocdetiche attraverso il punto.In generale la relazio-
ne (II,3,14) non & soddisfatta dagli spazi omogerei degli sta-

ti coerenti.
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§(II,3.c):"Proprieta’ deqgli Stati Coerenti generalizzati di

Gruppi di Lie semisemplici compatti™

Siamo ora 1in grado di enunciare,anche per gli stati coerenti
generalizzazti di algebre di Lie semisemplici reali compatcte,

alcune proprieta' analoghe a guelle degli stati di Glauber.

i) Possiamo esprimere in forma generale il prodotto scalare
tra due statl conerenti generalizzati,osservando che
anche in guestc caso non scno stati ortogonali

t+ 2 )
cA AL UT(W) Ulr) 140 cdid] UT(W'V) (4,4

<wW. g D= - i =
| CAAL V(W) LAAYAA UT(W) A 144 | ) UAY*<H,A1 UV 1A

+
= (W) (I1,3,16)

si e’ qui utilizzata la ccrnvenzione stabilita nelle pre-
cgegdenti pagine per:etichextsre com i punti di 6 /Sy 911
stati coererti e gii operatcri U agenti sui }4,A>.

ii) Dall'espressione (II,3,6p}) del prodotto scalare di due
stati arbitrari e ponendc ,per esempio |[¢,>=[i>, [P >=]3>
dove 1'insieme [|i>,i=1,...,n) costituisce urna base orto-

normale per V si ottiene

s S T 3
543 = L0yys 4, ] <c IU(';)!A.»O{,M CAEIIRY d%
Go
che ci censente di scrivere 1ia "risoluzione dell'identita'"

in termini di stati ccerenti generalizzati;ricordando le

definizion: (1I1,3,4a),(I%1,3,4b),(II1,3,7),(11,3,8) scri-

veremo
i 4, S W cwl Jlcdal U (W LBl e
Go /S
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e = R4

60/5:

iii) uUtilizzando il prodctto scalare tra due stati coerenti

lwXxw| = Jebég@)lwxw( (11,3, 18

>

possiamo introdurre un "kxernel" nell'integrale anche per
la varieta' complessa G/§ ; se infatti lw>,|v> sono due

stati coerenti si ha (II1,2,i6, per definizione
<wlvy = M (w*,v)

d'altro canto,introducendo 1'operatore identitd possiamo

anche porre

<wlvd=<w|Tivsr= S dul(zlew|zd<cz|v> =
é’/s.
= S ap(z) Hw=,z) 73z, v)
60150

confrontando le espressioni ortenute,si ha 1'identita

)B(W*,V) = S du(z)/}(w*,z)Z}(z',v)

o [So
grazie alla quale si puo’ affermare che la ‘3 (w*,w) e’

un "kernel autoriproducentesi® per lo spazio G, /S, con
la misura dplz).

Come nel caso degli stati di Glauber osserviamo che anche
per gli stati coererti generalizzati la funzione G%vx,w)
si comporta come una $(w-v),infatti possiamo scrivere,

per un generico stato LF>6 v -
flvrns o > = Fig) ;i v=gSeG_. /S,
sfruttando la risoluzione dell'izentitd e la (II,3, i6J:

) =< w| f>= J duilwlcv|wrew| fr= j dp(w)‘G%v*,w)f(w)
bolSo &/Se
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Gli stati coerenti generalizzazi possono essere conveniente-
mente utilizzati per sviluppare la descrizione guantistica di
di alcuni sistemi con il "path integral”" , calcolato nello
spazio su cui gli stati coerenti sono definiti,interpretato
come spazio delle fasi "classico" [20].

Consideriamo il propagatore tra due stati arbitrari | q% >,|Q{ %
-~
gty ,l‘ W
Ko 80« chlep oL v (28] 19>
grazie alla risoluzione dell'identita (II,2,1?%) esso pud es-
sere espresso in termini di propagatore tra stati coerenti

Ko (416) 5 {Jdhe (o) Uelo) ™ot o g S5 B (11} o' -

K

| ) dpto) 05000 e () e (it i)

~

h

si sono qui introcotte le funzioni P, associate agli s:ati

4> e si & definito il propagatore tra due stati coerenti

Qe ) - W lenp L AELO T T

Y
]
Dividiamo nella (II,4,1) 1'intervallo di tempo (t"-t') in N
parti uguali di ampiezza €& =(1/N)(t"-t') ed inseriamo (N-1)
volte 1a risoluzione dell'identita'’ ; facendo infine il limi-

te per ¥ —» @ scriveremo

Wl N )
Kttt e (- T deos) T contenp -4 & 19> 110,10

essendo Wi =y e w.=w'.
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Volendo effettuare i1 passaggio al limite per N — oo PIE
cioe' per ¢ — 0 potremo sviluppare le funzioni che compa-
iono nell'integrando della (II,4,1%) in serie di potenze 3di

ed arrestarci al primo ordine in € ;otterremo allora

. “
' H : L ¢H 3
&W;‘lw‘p ?-%‘i}"j WLy = Wil I [wy 42

al "
: <wuHM-.>) o <wielH
= <we Wy, (A- Y = (Wklwk_|)-Up A T e Sl e
- + QM WLy ? 5 W LWy
A

g ) <WelMlwieo } .
= (){}o %i%_((’ WlekJ)) ‘E)(P\ k i e
) 8 : Wi T H WD
- Ax A ¢ (-L'h SW W, 19) - —————————-} (II1,4,2)

*"51 5 b g (il 2w

In guest'ultima espressione, ponendo Iwk>=!wk__l>+| W, > avremo

al primo ordire

a}g Lg LWy, tW, S = %Jj((wklwﬂ_cwkldwg) B “\‘5 L; (4— <wgl&wk>)

dove si sono considerati in gquesto caso stati coerenti norma-

lizzati ; se ora osserviamo che e' ¢ =(t"-t'}/N= 4t si avra

4 AW SYR = L oW TAWLSE Wil B Wy
2"5Ck tl) Z e Je < Wy >t ke

Analcgamente per il secondo termine all'esponente della

(BFT.4., 2)
: Iﬁi < IQIAW > o
RIHT Wy cwdlHTwey — <uh Ve o cwe I HIwy
dWie IW,_ Wi W, Y - WL 1 4w,

in gquesto caso si & considerata un'approssimazione di ordine
zero perché nella (II,4,2) guesta espressione & moltiplicata

per €

j..
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La (IT1,4,2) pud allora essere riscritta come segue
‘ K2 1|
A & [ <w A:—-HW})j
“f"i f ( LTAN S k
sostituendo guindi nell'integrale (II,4,15) si ottiene
NA N g w " )
A ! i
k(w"é' ,W'f')_-, A j=J m &}‘(wk)"fr 24 f-{_, ¢ (‘-’Wh'l' o Hiw, > :?
N_‘bm I'LTI k,::] .

N
e i } ﬂr if(wu) ﬂy%‘gz 2 <wunhﬁr#pr}

Np b )

Introduciamo ora una notazione piQl compatza per l'espressione

del propagatore

ke (w't" W't - S%}*(WU‘)) AXjo 3‘; Slu(v) (I1.,4,1c)

dove porremo

D (wlt) = L SJ T4 wn)
il ~ i“
wa(_t)]= '11 ewlt) 1vh grﬂ Hwlt) s dF- S L W

(I1,4,3)
*I

L(www®) = cwlib1ib 2 _Wiwit) >
2t

Dove S € equivalente ad un'azione classica con lagrangiana L.
Per valutare l'espressione esplicita della lagrangiana utiliz-
zeremo un artificio per poter operare sul prodotto scalare di
due stati coerenti la cui esgressione & data,a meno di norma-

lizzazioni,dalla (II,2, %)

Supponendo che n sia la dimensione (complessa) dello spazio
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omogeneo GO/S avremo

<w(l')lih%1w£$)>:.b,5_ il (W LW (b (11.4,4)
Wk ’Dw”"

Poiché in questo ambito si sono considerati stati coerenti

|w> normalizzati il prodotto scalare & dato da

u,w

% ‘W) z ,_r.k_(’——-——-)——- q

[ (ow) 23 (w’.w)] “

essendo 1la funzione’?‘ definita dal prodotto scalare (II,4,!'¢)
édi stati coerenti non normalizzati-Calcolando le derivate ri-

spetto a w e a w¥

% a, ): 3 (v w) ]
i) -

ieE (4@ {}(w %

PV Qwk

£l \/W) ; ’}(w W)}

WM,) dwk

éul

" [5619) 3] "1[ o

L., <VIW= - " S ) ()
- LI )]E (W) %

prendendo poi il limite per v —» w queste due espressioni

diventano rispettivamente

A Q 4 A oy
R R U T e el

sostituendo nell'espressione della lagrangiana si ottiene

Logih 2 {342 [in] - & 2 [B3][-se (i) (m5)
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essendo per definizione :
A
A6 (W'w) = <wi Hawo

Esaminiamo ora 1'approssimazione di fase stazionaria per il
propagatore (II,4,1c),dove si considera la costante h picccla
rispetto all'azione S.I1 contributo maggiore al propagatore

€ allora dato dai cammini nello spazio della.variabile w che
rendono stazionaria l'azione e quindi la fase dell'integrando
del propagatore.

Ricercheremo quindi quei cammini che soddisfano all'equazin-

ne:

¢’

A3

SS:& Llww ww*) dt - o (I1.4,6)
.

richiedendo che la variazione & sia fatta tenendo fissi gli
estremi wi{t')=w' ; (Gt s

Si ottengono quindi ovviamente le equazioni di Eulero-Lagran-
ge per la funzione L{(w,w*,w,w*) nelle variabili canoniche w

e w*.

i(Zéé)'%i“ o i(:én)- Wl oudorviy

gwf# sl R (II1417)

Ricordando 1'espressione esplicita della lagrangiana (II,4,S)

possiamo porre 1e equazioni (II,4,7) in forma "hamiltoniana”

b %r('%“)" %%,,:

awi
EAELEICOR S Al o A KRR I/
at- "L gt 2 ka1 | i ow® Gt P g
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5 5 [‘(ﬁ G S gel ES[I0EM - 92’6;’3) vl oM
'i‘ k| oyl w* T w* 2 | Dt owE N o gw
da cul si ottiene

X

kT ok v'v” PO | ;Z,‘ a,z w

gw‘ ks Quiow’

analogamente dalla seconda delle (I1I1,4.,7)

?ili 24‘@2?_‘@3‘__\”:%%‘%““’ zikE\%kTw

Guw'* kat QutlQw*

Queste equazioni rappresentano le analoghe delle equazioni di
Hamilton per uno spazio delle fasi dotato di una metrica de-

finita da

9t = el k2 (11.,4,8)
l g‘wl gwjd'

La metrica (II,4,8}) induce sullo spazio omogeneo una Struttu-

ra Kahleriana essendo 1n(’'}?) reale definita positiva [(si veda
§(11,3 b)1.

Partendo da guesta interpretazione dello spazio omogeneo G, /S,
come spazio delle fasigeneralizzato,é possibile ricavare del-
le regole di quantizzazione alla Bohr~Sommerfeid per ottenere
gli autovalori dell'energia per sistemi legati.

In base alla trattazione generale della Meccanica Qunatistica
gli autovalori dell'energia per un sistema con hamiltoniana H

sono dati dai poli della funzione di Green

K = i | W Tn'iup(‘HT)}JT Tz(E : ) (11,4,9)
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Per i1 calcolo di gquesto integrale poniamo

T {Q.‘c]a (- .‘1.'\:\1')3 = K()a Xd};[wc). <we | <P (—%QT);woy

dove l'operatore € stato espresso nella base degli stati
coerenti,e dove si sono ccnsiderati solamente elementi diago-
nali dovendosi calcolare la traccia.Utilizzando il path inte-

gral precedentemente definito (II,4,1c) scriveremo :

R(T) = [dpaiwe) [ Dpe(w(8) 240 s{wcrﬂ}

i
%

il calcolo va effettuato solamente per traiettorie chiuse,es-
sendo uguaii gli stati iniziale e finale del propagatore.
" 1
W = W
Nell'approssimazione di fase stazionaria si ricercheranno i
cammini (chiusi) che rendono stazionaria 1'azione ; le chia-
meremo orbite classiche , e le indicheremo con o.cl..

A meno di costanti si avri per il propagatore corrispondente

a tali orbite classichne

>z, [ gy ST

Osserviamo ora che 1'azione € un funzionale della traietto-
ria ; essa pertanto non dipende dsl "punto iniziale" w_,ri-

spetto al quale si integra , e 1'integrale si pud scrivere
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AT ~ Z, 23S Pepe)

il valore di T & il periodo relativo all'orbita ccnsiderata ;

sostituendo mella I vt Q)

K‘lCE) ot r axp i-;l;ET’S ey dT

‘ Sw M}osl %ET&.:‘%&. l«foia-f% SACTDTS&T é"ik(wo)

ps ASNQP{L#(ET+ SdCT))}U é‘lP‘(WO) (I1,4,9b)

o.R.

n

Anche in gqueszo caso 1l contributo all'integrale rispetto
al tempo & dato dalle sole espressioni che rendonc staziora-
rio 1 'esponenziale ; ricetcheremo quindi una relazione tra il

tempo T e 1'energia E per la gquale sia

4
.Q_.CS”’(T).,.ET),‘?:S__(_T_?_-fE = O (I1,4,10)
oT 2T

se T=T(E) & la soluzione di tale equzione porremo
124
W(E) = S (T(E}) + ET(E)

e 1'integrale (I1I1,4,9b)si scriverd,sempre a meno éi costanti

Ky = g’a 2X)p E’Lﬁ' W’CE)B] §> dfe (wo)

Per il calcolo dei poli di guesta funzione saremo interessati

al solo studio del primo fattore E& exp{ (i/h)W(E}} ; cerchia-
0.¢K,

moguindi di valutare esplicitamente la funzione W(E) ; ricor-

dando 1'espressione (I1,4,3) dell'azione avremo
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T(E)
W(E) < SaCTCSJ) +ET(s) - j dT‘<w(*)lihg-*-f* Iwlt)s . ET(e)

o

essendo la traiettoria w(t) ciclica,tale che ,su essa,l'azio-
ne €& stazionaria e soddisfa all'equazione (II,4,10).In questa
trattazione le funzioni S, 4 ed #f giocano il ruolo , in base
alle relazioni che le legano,dell'azione,della lagrangiana e
dell'hamiltoniana della Meccanica Classica ; in tale schema

S ed’#f sono associate dallanaloge dellequazione di Hamilton-

Jacobi

S
ol
€ allora evidente che 1'equazione estremante (II,4,10) si ri-
duce alla condizione E=}{z,2*)=<w(t) |[H|w(t)>.
L'espressione della funzione W(E) diventa gquindi

T(E)
W(E) = f dT <wlt) 1%%wa")>

°
essendo la traiettoria w(t) sulla superficie dell'"hamiltonila-
na” costante.

Tenendo conto del fatto che le traiettorie possono essere per-
corse pillt volte,e sommando Su tutti questi moti multiplamente

periodici si avra
A

Sy m 3 L NN o SIS
k~(€) °0.%. M= UP% ] } o.c i-»q-?';‘w(“')}

g ) o W)

o.cf s .2.#.}; i-%\WCE)E,
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i cui poli sono dati dalla condizione exp{{(i/R)W(E))=1 ; cioé
W(E) = 2Irnk (I1,4,11)

Per ottenere una condizione di gquantizzazione alla Bohr-Som-
merfeld sfrutteremo la proprieta (II,4,6&) utilizzata per il

calcolo esplicito dell'azione

T(E) =, |
w(s)=j %;“ s (M dw 965’}_) "*”k*)

I k=1~ Qw* owk™

applicando gquindi il teorema di Stockes [42,pag 2801

W(E). {EJ(Z{:‘ &_@Jw"_ MJW“) (I1T1.4,12)
9 ket Gy* wk *

dove Yintegrazione va fatta sulla parte di superficie #(w,w*)=E
limitata dalla traiettoria periodica considerata.

Calcoliamo esplicitamente la 2-forma integranda ;

A(f g™ fa(ﬂg’})dwk*) )

b=y (BWK (awk*
sz G sndt, @L8T) dtadut*
ko @ =l w" QW{ @w“fdwe“

@4 Jurndue - DG g W‘ﬂ
ow~" W w* 9"

—_—

Sfruttando le proprietd di antisimmetria del prodotto "wedge"
{A) e la possibilita di scambiare le derivate , e cambiando
i nomi agli indici sommati avreme:

- 2 g gfa Cf}a) (dw“ncl,w(_dwk/\éwe) +

e ., gwlt gwe
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M) (e ) T s, aads)).

o —_—
owt* ow* * ow* owe*
B . A8 bt
fe=y £ 1 wagwe*

Sostituendo nella (II1,4,12)

wer= 6 25 8D st (8T b g dad

st 221 QuX Iwt ¥ ez L2

dove si & utilizzata la metrica definita daila (TI,4,8).

La condizione di quantizzazione (II,4,11) si scrive dunque

MISCR W (R
R j_n_ (2% kg WAl - 2Tk m (I1,4,13)

o Jlem €21

dove 5L & la 2-forma differenziale {(reale) connessa alla strut-

tura Kahleriana dello spazio omogeneo{rL,3,!0)

OCsserviamo ora a questo punto come Sia possibile generalizza-

re anche in guesto caso 1'affermazione che gli stati coerenti

sono gli stati quantistici che maggiormente si avvicinano al-

la descrizione classica del sistema considerato.

Consideriamo infatti una "traiettoria” nello spazio di Hilbert
che si mantenga coerente nel tempo,e che corrisponda ad una

soluzione dell'equazione di Schrodinger

9 _n )iws - o
(‘ >t ) ( (I1,4,14)

~
(questo & possibile se 1'hamiltoniana H del sistema conserva

la coerenza) ; vogliamo mostrare che la corrispondente traiet-
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toria w(t) nello spazio delle fasi -aeneralizzato Go /S, rende

stazionaria l'azione.Consideriamo infatti la variazione del-

1'azione
t,

-3
s S g <w{’c)1£ﬁ9_ Hwt) s et
or
t,
per effettuare correttamente la variazione & necessario de-

scrivere l’'integrale in termini delle funzioni di Fock-Bargmann

generalizzato,introducendo la risoluzione dell'identita su un

generico set di stati ortonormalizzati {|x>,k=1,...,nl.
Tt m ™ - 4]
SRe. 53 S T <wlt)eddet th @ _HjA L [ wit)y =
e =t Lsi ?t
o ~
te o e} %
2SI uaw (188, 5 - M) We )
ksl ¢
€
dove si sono introdotte le funzioni uL(w) definite da LWl Ly

(I1.3,5b) e dove si & posto - B =<klH[1>.

Eseguendo la variazione avremo ovviamente

t S

1 m : g + I‘ g _. < &
S j 27 [Suk(w) (ab.'ﬁke—at- Hm)ue(w)-; Wk(w)( b Ske 'E}rt er/\ U, [w)]

_Lr kl‘l L:=)

4

Integrando per parti il secondo addendo si ha

T i i &
(L7 [m(mhdo bl
¥
¢ t(-ik Slr.e%t g Hue) dy, (W) ‘g’“:(“’) + [“”k:(w) oY ]'W(h)

1'ultimo addendo di questa escressione € nullo in virtd éel
fatto che la variazione & fatta in modo tale che gli estremi

restino immutati . Scriveremo quindi,tornando alla rappresen-
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tazione in termini di stati coerenti

m b )
i : . 2 _Hle>dKe
gs:jt Elgéw[+)lk>)<k“h%l_"H[W“)>* EI <W{‘-‘)l( Ih?}- )I >é( IW>)

-
dove $i{ & indicato con ‘g} la derivata temporale fatta sul
"bra" <w(t)| . Entrambi gli addendi dell'equazione sono nulli
per la (II,4,14) e per la sua trasposta , pertanto si ha ef-
fettivamente 58:0.

Questo significa anche che la traiettoria w(t) nello spazio
delle fasi generalizzato soddisfa alle equazioni di Eulero-

Lagrange , e sussiste una corrispondenza biunivoca £fra 1la

traiettoria classica ed evoluzione guantistica coerente.

Vogliamo ora considerare quale & la pil generale hamiltoniara
che conserva la coerenza , tale cioé che 1'evoluto temporale
di uno stato coerente sia ancora uno stato coerente.

Perché si verifichi quest'ultima situazione & necessario che
1'operatore di evoluzione temporale U(t,t,)=expl((i/h)H(t-t,)]
sia un sottogruppo ad un parametro di un gruppo di Iie %_che
agisce sulla varieta G /So sulla quale sono definiti gli
stati coerenti : indicando con Aut(G, /S, ) il gruppo degli
automorfismi della varieta in sé dovra essere 3:Aut(G. b, ).

A~
Se & & 1'algebra di Lie di %,si dovra avere

~ ~d

He G

Osseviamo inoltre che il gruppo associato all'algebra di Lie
degli stati coerenti & un sottogruppo degli automorfismi del-

lo spazio omogneo gquoziente.
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exp{G) ¢ Aut(G, /S, )

Dovra quindi essere

N

G=GeE
essendo B un'estensione dell'algebra degli stati coerenti.
Per vedere quali sono le proprietd che dobbiamo richiedere a
tale estensione [E operiamo mcitiplicativamente con il gruopo
exp(&v;) sul gruppo exp{(&) , e quindi tramite guest'ultimc sul-

fa varieta G. /S.

o
se g+ee@ e gye,@ consideriamo il Prodotto

ssp (g ) <P ()
e richiediamo chie si possa scrivere come segue
snp (3+<) exp(30) = P (3') wp(e)
¢'e @ axp (e (2= |0D

essendo |<t> lo stato di part=nza dello spazio di Hilber:t con-

siderato.

Condizione sufficiente perche una tale eguazione possa essere
Fad
scritta & che 1'algebra @ sia icdeale di G : applicando infat-
ti la formula B.C.H. si ottiene
wsp(Gre) 2 (o) = op (Gte + Qo+ 4%, Qo] )=

~

Sfruttando l'ipotesi [C,6]c<c @ possiamo scrivere
< ap(drqor 249 )= 2xp(R'+e) = o (") 24p(2)

dove g',g",g™ & @y ; 1'ultima uguaglianza si ottiene applican-

do ancora la formula di B.C.HE..
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Vediamo ora quale deve essere la relazione tra l'algebra este-
a%

sa € e 1'algebra & degli stati coerenti.

s - . . - . .
Se > &€ semisemplice , allora essa & somma diretta di algebre

semplici,mutuamente commutanti

L

CE-—-EE?‘% [GeGode . 50 00 ]

e :
essendo GG sottoalgebra di » essa deve essere semisemplice,

l'estensione [E & allora costituita di sottoalgebre semplici

che commutano tutte con dz.

E = GP(L},_ [Gk'@]zo
questo corrisponde ad automorfismi identici sulla varietéa
(G, /s, ) infatti se e E, caé@

ixp(e) ﬁaﬂr;(g) j Ly = Ja-:lo(%) Liple) 1> = P () 12>

~~
Nel caso in cui G non & semismplice essa si pud decomporre

utilizzando la decomposizione di Levi , come segue
~ (™ N
G = @WL& © @5,9

in una parte semisemplice (&";Ws) ed in una parte solubile (aue)
che ne costituisce anche 1'ideale solubile massimale.

Dovendo essere ¢ ideale di a . @eve essere conternuta nella
parte solubile ({G\‘ye i se @ & una sottoalgebra propria di &Hz

si ha perd in generale

(6. G] ¢ G

- . : . . -~ -
Affinché @G sia effettivamente ideale di @& dovra allora essere

b
esttamente (=& ¢, © quindi
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i Cal
G = (ﬁ GB(Q’&«&S.
-
Jﬁ}o CGI Mg.)l_n'.?: 145
Possiamo quindi enunciare il seguente risulzato

L'namiltoniana pit generale che conserva la coerenza del set
di stati coerenti associati ad una data algebra @ €& un'algebra
pia estesaéi contenente @4 come sottoalgebra ; tale estensione
va fatta in questo modo : se @3 & semisemplice laa coincide
con la @G a meno di algebre che danno origire ad automorfismi
identici di Ge /8.

Se @ € solubile a € l'algebra la cui decomposizione di Levi

ha come ideale massimale solubile la stessa @@ , e come parte
semisemplice una sottoalgebra che conserva lo stato di parten-
za |4%->.Nel caso di una generica @ dovremo utilizzare la de-
composizione di Levi ed applicare guesti risultati alla parte
semisemplice e solubile.

Gli aspetti dinamici ora analizzati suggeriscono alcune con-
siderazioni sulla possibilitd di definire un sistema classico
corrispondente ad un sistema quantistico assegnato con lo spa-
zio di Hilbert degli stati e 1'Hamiltoniana.

Innanzitutto rileviamo 1'ambiguitd della scelta del gruppo
degli stati coerenti che determina lo spazio omogeneo delle
fasi : infatti 1'unicoteguisito per il gruppo & che si possa
rappresentare in modo irriducibile ed unitario sullo spazio

di Hilbert. Un ulteriore requisito che pue® essere imposto per
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rimuovere parzialmente tale ambiguitd & quello che si conser-
vi la coerenza nell'evoluzione gquantistica e conseguentemente
il sistema guantistico segua la traiettoria classica come un
pacchetto d'onde di minima indeterminazione.

Questo suggerisce di scegliere , come gruppo degii stati coe-
renti , quello minimale tale che si conservi la coerenza .
Occorre percid individuare 1'algebra dinamica del sistema
(alla quale appartiene 1'Hamiltoniana): setale algebra & semi-
semplice,essa deve essere scelta come algebra degli stati cce-
renti . Se non & semisemplice , se ne pud considerare solo

l1'ideale solubile massimale.
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CcCAPITOL.O g R

ESEMP L

EN( T TT , 1) ="Stati Coerenti per
la Rappresentazione

Fondamentale di
SI.(n+1.,C) e Ade ll a
Forma reale compatta
sSsU(n+1) "

Esaminiamo in questo paragrafo 1'algebra di Lie semisemplice
complessa A, delle matrici complesse (n+l)x(n+l) a traccia
nulla ; essa € l'algebra di Lie del gruppo lineare speciale
SL(n+l,C) delle matrici complesse (n+l)x(n+l1l) aventi il deter-
minante uguale all'unitad . Definiremo il set di stati coerenti
per la rappresentazione fondamentale di ®L(n+1,£) e della sua
forma reale compatta @(n+1l) , ccstituita dalle matrici her-
mitiane a traccia nulla . Tale rappresentazione fondamentale,
pur essendo la pil semplice, consente di evidenziare le carat-

teristiche enunciate in generale nel capitolo II.
§(ITI,1.a):"SL{n+l,¢)"

L'algebra SL(n+1,8) & costituita dalle matrici n X n a coef-
ficienti complessi aventi traccia nulla . La sottoalgebra di
Cartan (massimale abeliana) & costituita dalle matrici diago-

nali a traccia nulla . Indicheremo con E.. la matrice aven-
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te tutti i coefficienti nulli salvo quello in corrispondenza
della riga i-esima e della colonna j-esima che & uguale ad

uno : in componenti
(E'}j e F S SJ.t (III1,1,1)

Allora una base per la sottoalgebra di delle matrici diagona-

1i , che indicheremo in seguito con ) , & data da

,ﬂ:l'____ L—L;::—'E[ﬁ,iﬂ (IIIIlIZ>

Essa & completata ad una base per $L(n+1,C) considerando

E ’(:-'FJ. (IIIIIIB)

ﬁ
Per guanto riguarda l'insieme delle radici di SL(n+l,C) con-
sideriamo la base in H* costituita dalle forme lineari su GO

definite come seque

A }:d,{:q_ﬂ_ (q,“._ 'G,'HI)]: Q. A2, M%)
essendo diag(a,,-.--.,a,,,) la matrice diagonale i cui elemen-
ti diagonali sono , in ordine, gli a;

L'insieme di tutte e sole le radici di (f &€ costituito dai fun-

zionali lineari in 3 della forma
’Xi“'(j. 4:{:1 i,j-a—i,l}-..,/nri

I corrispondenti vettori di radice sono gli E definiti dal-

|'.Jl

la (III,1,3) , si verifica infatti banalmente che &

[Es] = Ued)WE;  Yhew

(in questo ambito il prodotto di Lie [a,b] indica il commuta-

tore ab-ba tra le matrici dell'algebra) .
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Le n radici semplici di &@{n+1,€) sono date da

K= A-- A ~A=1,2,. ~n (TTT, L ~4)

e 1'insieme delle radici pud essere scritto come segue
R:?-T—(J;-—.lj_ﬂ) ;"{-’(4;-{--- —J-dj).-{::.i&j_{.m} (II1,1,5)

Il vettore di.radice corrispeondente alla radice d;+-~fa3 é

la matrice E ; delle I(TII 1,%) « WEilizZzzarnde la matazione

ek

del capitolo IT ed esservande che la radice dop - +.§5 & posi-
tiva (negativa) se ig] (i3]j) definiremo

‘l‘d;,,... +d;F E;, j+|
LSy (III,1,3W)

‘Fd(f -+ dJ = Ej«“,i

La base di chevalley di ®L(n+1,¢) & data allora da

!\.( = Ei,;"‘ Efﬂ,ffr
< = Eiia {=4.0,. ,m (III,1,56)
T % Blga
Si verificano infatti banalmente le (11,2,%a) e (II,2,9b) ,
essendo la matrice di Cartan A data da
it

{ Ao = 2
Aflfﬁ: AL\».,L‘ = -1

A,l-(:; SIG ne Jlf—jI?'L

t

Se consideriamo la rappresentazione fondamentale di $L(n+1,C)

vettnriale Ml

lo spazio della rappresentazione & ,1o0 spa-
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zio delle (n+l)-ple ordinate di numeri complessi e le matrici
rappresentative deqgli elementi di SL(n+l,L) sono esttamente
gli elementi stessi.

Il vettore di peso massimo & dato da

[
]'ll4> = ( Q“) 9'! € Cﬁ (lfl.ﬂl?)‘::. 34‘;! A= 1,2,.. m+l

essendo (} 4,4 >). la i-esima componente della base canonica
ai c’"' : la verifica & banale ricordando la condizione
(I1,2,12) in base alla quale un vettore & di peso massimo se
e solo se & annichilato da tutti i vettori di radice positiva. |
Il peso massimo A & la forma lineare definita sulla base
(IT1I,1,2) di B0 da

A(hi) = Say 2R i

I soli vettori di radice che agiscono in modo efficace sul
vettore di peso massimo sono ovviamente guelli aventi almeno

un elemento non nullo sulla prima colonna cioé gquelli del ti-

PO

- (9 A.:i .. M
f41+--* oy = E¢ﬂ,1 L

essi si ottengono come commutatori successivi di elementi del-

la base di Chevallev (II11,1,6) come segue
b st s [4: Lo Deaf ]

L'azione di questi vettori sul vettore di oeso massimo |4 .4 >

da' origine ai vettori corrispondenti ai pesi
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‘Ac:. /t-- (d|-0'" 'fd.')

tali vettori sono dati (nella notazione introdotta in §(11,2.d})

da
e
JJ,F;) = l\ i T l.él.' emul ‘(‘J'IA:’L: gk’fu
(0]

o i o mu
e costituiscono ovviamente una base di € .

La sottolagebra & della definizione (II,2,19) € allora gzuella
generata dagli elementi

b - Py d.:«‘i',‘..,/h-
4 J o,

fﬁi i.:&,..-,m

Come abbiamo notato in precedenza gli unici vezctori di radice
che agiscano efficacemente su | A,A > sono gli{al\»-wdj ; osser-
viamo la notevole proprieta' che tali veztori commutano tra
loro.

Gli stati coerenti per BL(n+l1,L) si scriverannec gquingdi , uti-

lizzando la decomposizione di Gauss
faa)
1G> = i (.Z_-. % f“un ‘I‘olQ} 1445

NN e (2 5By ) 1A

T

el kél T

Questa espressione ha senso per gqualsiasi vettcre & €e” per-

ché si ha in ogni caso

m
<A AN ‘Q“F(.Z_“ ;; /gof.i"-+°l;>l'l"t> L
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Utilizzando infatti una rappresentazione a blocchi delle ma-

trici s SLin+ic) e del vettore, | &, &> si pud scrivere

[, Ay = (E;‘)

N
Ix
—
S
&
+
Yo
PN
I{®)

e quindi

| @

f

'\

{A,A;ﬂx}o(%‘g;fo{”“*a‘_)l‘\,,\s = (A[C_)) E | o 5| -

1P~

m

dove si sono indicate ccwa e O rispettivamente un generico
5 m . . . : -
vettore @ lo ‘zere di @& ° e cen I ;0 , le matriei identitd e

="

nulla con n linee ed n colonne
§(II,1.b):"SU(n+1)"”

La forma reale compatta di SL(n+l,C) & costituita dalle matri-
ci antihermitiane , a traccia nulla . Essa & l'algebra di
Lie del gruppo SU(n+l) delle matrici unitarie (n+l)x{(n+1l)

(ricordiamo che una matrice & unitaria se e solo se

L s
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+ la trasposta coniugata di U) : per tale motivo

essendo U
indicheremo tale forma reale con $W(n+1l).

Una base per 3V (n+l) (inteso come spazio vettoriale reale) si
costruisce a pvartire dalle radici di $L{(n+!l,¢) come segue

se d= d;+..ﬂ—% & una radice di $L(n+l,C) consideriamo i
vettori di radice ed ed fg definiti precedentemente e ad es-
si associamoc i vettori

Q/J = A, (’ed'f' fo‘ ) = A0 (E“‘.JJ‘“ L & EJ‘“/“ )

bd = -C*-Fol - E' — E'

4t Ji, <
Ca= ah, = & (E""“ = EJ'*':J.ﬂ)
(Si veda §(iI,3.a)) ;la base di ®¥(rn+l) & allora data dai vet-

tori a, .b, corrispondenti a tutte le radici & e dai vettori

h“k associati alle radici semplici che coincidono con

gli h, della base di Chevalley (IIT,L,).

Osserviamo irtoltre che ognuna delle terne a,_, by Cy costi=-

a

tuisce una scttoalgebra tridimensionale isomorfa all'algebra

del momento angolare ; valgono infatti le regole di commuta-
zione
_I
la,b]l==2C e .ciclicie {
che coicidono con quelle tra ﬁx'ﬁy’?z identificando
- k L k
3 =8 o £ e (e
= . I, - : e 2

Considereremo per ®U{(n+l}) il set di stati coerenti associati
alla rappresertazione fondamentale di questa algebra , il vet-

tore di peso massimo & allora lo stesso | 4,4 > definito
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S
in §(III,¥.b) , il sottogruppoYdi stabiliti per tale vettore

& dato da SU{n+l)n S essendo S il sottogruppo di stabiliti per

tutto il gruppo SL{(n+l,C) . Potremo allora etichettare i pun-

ti dello speeio omogeneo fattore utilizzardo i vettori di

B (n+1) che sono combinazioni lineari di tutti e soli i vet-
tori di radice

A=4

.e'd|+--‘|- d\ ‘- f“l"'""'di TR

Indicando per semplificare la notazione con
A‘l: ida Ay t-- + 9t ) I::."J.,..,M}

i punti dello spazio omogeneo fattore si ottengono esponenzian-
do il sottospazio M definito dalla relazicne §U(n+l)=% oM

come segue

_Q‘-F’ (f-eA.’c'ﬁ"(:nd+FdJ+ ey Led-f-l)) . XY, € IR

che votremo scrivere ponendo C;:—x LD

Mlpg d%ekl (-Z)-f{:“"‘ é; zd)’g A i B )

Volendo utilizzare la rappresentazione non compatta preceden-
temente introdotta mostriamo come sia possibile scrivere 1la

(II1,1,7) nella forma

”P(é‘eA. gdfa) ) ( gem ES“L‘*) ”‘chp.,_ g-?"-t) (I1I,1,8)

essendo §d¢‘d’. 3 F’dé[R dei numeri associati al corrispondente
&yé€ della (III,1,7).

Per verificare che tale decomposizione & possibile considere-
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remo la rarappresentazione di %W {(n+l) come matrici hermitiane
a traccia nulla . Le matrici corrispondenti agli elementi

(rr1,1,7) e (111,1,8) possono essere scritte in forma bloc-

chizzata ; per le prime si ha :
6 | =% o (-8
Z a 14 : a)= : =t ) - ( e s
oeep.t(é fe— So ba) (‘5 | 1 (;;)‘[ o, )

on
essendo ; € @ il vettore coionna la cui i-esima compcnante

B + -

é la 2;0( con A=z ad4..+; g rappresenta il suo trasposto
coniugato (e quindi un vettore linea) ed O, & la matrice qua-
drata nxn ad elementi tutti nullli . Per esponenziare queste

matrici dovremo considerare le successive potenze :

( {(_@L olleeph (Bl e ) [0
e = ('s;"J:"! LR ("‘?:“Jf) 0

15l'= 2 |50

le x|

AT T [ o ol

( L |

m(‘( e, (Zﬂ
1 \(‘:;) O

-—

= Yy k . .
si € qui indicato con (—z); C‘J. ) la matrice guadrata le cuil
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componenti sono questi prodotti.
Proseqguendo in questo modo & evidente che si potranno scmmare
separatamente le potenze pari e le potenze dispari cdella ma-

trice di partenza . Per le potenze dispari otteniamo :

o [-&%)

e o = W L L ]: A e
((Csh Sm)[ i e = (15 1)

per le potenze pari si ha ianvece :

&Ity o = ¢ Ly
. b= e =l "J -f-:i ‘Z’_. - e i :
( gﬂ(aie;)/l L7l 1 E ( o| o

A © e e
- ( o (&) | eeligl) s | (g 5§ )
e Lo

-

In sostanza la matrice associata all'elemento (III,l,7) & :

/ oAl &l) ! -Ei:,ml.;u
l (ks

Gufa-
b | Fe, (5 1 ] g r=har] ( et E (co{ncu)

—————
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Allc stessc modc calcoleremo il prodotto delia (III,1,8) ; a
tal fine osserviamo che i quadrati delle matrici J éd\d '
QAEA

il ( E £J¢ono nulli , come & banale verificare ; guesto com-
oA

porta che sia :

w5 %,\f); Te 2 5f s <( )| ;)

2 & | 635 )
arp (3Bt ) ek e ( i

per quanto riguarda le matrici associate all’'elemento diago-

nale si ha :

(&R
5 an{EA Eb‘* “’) “Q"I’i’"-c‘)—'—

N

@H:!Q‘)ﬁ f q—'dim‘- .‘.O{E

eseguendo il prodotto si ottiene :

/i_;/J[ UIL_CZ (”h)If © :_L(%D_) ’
B o\ e (Eelw))\ ol T
: ”‘1— ) o () % £ (.00

\ béi) I:_m : === SI.J. _;u(lp C_ ﬁ_})

-ﬂﬂfv()‘g[!'w (‘é“"r’( )

DRI ) (BIT,1,€b)

(‘Eij"f’( [”v))i g% (E-,PJ*‘S'J“‘P(’%))
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Confrontando le espressioni cosl ottenute si hanro le relazio-

mi - 3

arp (2, pe )= con(lEN)

(III,1,98)

E: bqo(k_"% ) " Téﬂ mm(ﬂ‘g“)

Ci s (1) - 5 B () - J’“ﬁ;u )l - f{f;}

dal cornfront2 tra la prima e la seconda di queste ecuazioni :

- & e (izh)

(IT1,1,10)
iz

Considerando invece gli elementi diagonali (i=j) della terza

equazione e sostituendovi la (III,l,10)

si ha :

[$il’ LT R W) con(HE I
exp(-y) - é 131 ¢ {zyrenirm ¥ ()i (Bd).
[ a2 ] ]

u«:u L (hZ}))
- _'E’: L [wﬁ!éﬂ)4m‘((1?!/)pcoo(ucrr)]
1&)> i

i EL’I (4~ o (1Z1))
g’ Con I EN

Potremo quindi scrivere effettivamente :

R NN B R A R R

essendo le %k,fsdlegate alle Qq dad le (ELI L, Pa), (1T, 1,88 -

(TR 5 20L)
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niormo
Osserviamo che il pit piccolavéperto di & 0 Th dud Wa Wl s 9

ha senso & dato dalla condizione :

o8 < 3

in particolare si avra , per ognuno degli &,; ; l§;bﬁ%- ;o 1
corrispondenza a tali valori accettabili ogni coo rdinata é_,,:
assume valori in tutto il piano complesso . Possiamo afferma-
re che le 2;; sono delle coordinate compatte dello spazio
omogeneo fattore mentre le %L ne rappresentano 13 forma ncn
compatta , la (IIT,1,93) & wna sorta di gemeralizzazione ply=-
ridimensionale della proiezicne stereografi(a éella srera sul
piano complesso ; quest'ultima si ottiene nel caso particoia-
re di $U(2)({1mx,2)

g q q 3 o . q (¢
Osserviamo inoltre che in corrispon<enza dei vettori 2; e C

tali per cui ||§]) = Ig la matrice corrispondente all'elemen- '
to exp[Z (;df,.-g:{' “’-'..z)] e non regolare , essendo il primo

HéAa
elemento diagornale nullce (cos(ﬂ&ﬂ,)zcos(17/2)=l) SN paE S Ho=

lare essa pud essere scritta a blocchli come segue :

e | {—-afl

d' ! Won TR *
( I)! SJJ ldj (LII4 1 129

Inroltre applicando un gualsiasi elemento del sottogruppo di
stabilitd S, di G_si ottiene ancora un elem2nto nor regolare;
per verificare guesta proprietd basta osserva?gela matrice
corrispondente ad un elemento di § pud essere blocchizzata

come segue :
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L L g kL)
4=

AKp (5¢A,(ﬂag¢—ﬂ]d*ﬂa)+ i '5\'“’@; ) .

essendo g una matrice unitaria nxn

£ allora evidente che il prodotto di una matrice di tipo
(ITI,1,12) per una matrice (III,l,13) da' ancora una matrice
(ITII,1,12) , gquesto comporta che tutto il coset corrisponden-
te all'elemento non regolare & esso stesco non regolare
Sfruttando la decomposizione (III,l,ll) , gli staci coerenti
sono parametrizzati dal vettore complesso‘gtﬁ €™ e saranno
definiti da

r (e, Bufa) (2 babs) e (2, C81%) Ly

REA, AEA, ~

g s - =
2hdlarp (I, 8 ,80) oo (Foq Puha) op (i s e.())\x.b

i Aﬁp(i§2A1§¢{A)\*4>

24| txp (2,0 S Fa) 14, 4>

m
= \A,A) = %ﬂ glﬁli!"*l-» = (

avendo qui sfruttato il fatto che e ,h_ € S e le espressioni

<
esplicite {(matriciali) degli operatori e dei vettori introdot-
el e
In gquesto schema il prodotto scalare tra due stati coerenti
€ dato da

A

h
; 2 ” L
251k = (d.)«u 3__‘ g‘k ARl ARy + I gu u.&-o) = JTE‘ €. L;,,

e
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la realizzazione dello spazio della rappresentazione core Spa-

NIt

zio di funzioni si costruisce nel modo seguente : sia « e @ ol =

1 &

A Cad
un generico vettore complesso , scriveremo |9 »>= a|A A 5 d, | Ak i
& e
la funzione ad esso associata € data da

Ade

d(é,):é%l-&ﬁ(vll E*)( o, )s Ao + E 3&5:

k=

In particolare le funzioni associate ai vettori |A , p, » del-

la base di c'\h sono dati da
*
Mg(&,)“ <%l/‘a|‘h>= %k: E=a, . . M

My (E)s ¢k 144y = 4

Per quanto riguarda le proprietd metriche deilo svazio omoge-

neo G /Se¢ dovreme calcolare la funziome

<AV UCE) 14"

che , come apbbiamo dimostrato nel ca303enerale , dipende dal-
le sole coordinate che etichettaro i punti del ccset.

Consideriamo gquindi

<A A 1ep(Tep Baf«) “r(f&‘u) op(3Lu fae))\' 445 «

o (Eﬂ%,ﬁ <44 H‘D‘“’«P(En r’t.)

C‘IHH Q’F‘YD CEGA. (“;dfo— IC_,:f-ai JH.J.)

{t

T <Al ogp(Z

a&f,

Paha ) 144>

dove si sono applicati gli espenenciali pid esterni acli stati

<4,A|l , | A,Ar> lasciandoli invariati e dove si & sfrutta-
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to il fatto che gli h, commutano e sono diagonali su |4;4 >
con autovalore 1 . Per esprimere exp(%?‘@h ) in termini delle
sole variabili &; utilizziamo i'equazione (111,1,9) e 1a
relazione cos«d ={1l+tag?d ) § , confrontando quindi con 1la

(II,1,10) moltiplicata per la sua complessa coniugata somma-

ta sull'indice i1 si ottiene

(,i‘,lie,?-CuZeA'gdfd-Q:edj[,l,b . "‘P(g.« (:,h) :(Jf- [1%[]‘)- ' (I11,1,14)

Nella notazione del capitolo II si avra allora

(5= 4, JAd UEmSITdET o M dE
(4+IET)

"]
essendo dg definita dalle (12,3 ,11).
Per guanto riguarda la metrica Kahleriana ng abpiamo dalla

relazione (II ,3,9)

: =2
a5 * g‘ag;,agj* {X;}H(J,h UE LU } :
i NEAG “?HZ)] _ Sy (e Bk ZJ o
O% 9?) C"f‘f’!fl Eﬂ:)‘z,

La 2-forma differenzile ad essa associata e data da

bo-2 2 Sij(++Ig]*) ..g 5 dei odg
') (40 E0)

In ultimo osserviamo che lo spazio omogeneo otternuto in questo

esemplio & simmetrico in guanto il sottospazio BD tangente allo
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spazio quoziente dato dalla (III,1,7) soddisfa 1la relazione
0] cHInT ¢r+1) < B,

che corrisponde alla (II,3,1i4}.
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ERRESER T 22 ) = Y S e Coerenti Ai su(2) "

Studieremo in gquesto paragrafo gli stati coerenti di una gual-
siasi rappresentazione irriducibile dell'algebra $®(2) defi-

nita a partire dall'algebra $&L(2,¢) costituita dagli operato-

. A a ~n . . .
5c L j,.,,j_,jl le cul reqgole di commutazione s9ono :
13,3, =532
2’ ¥
(3001005214

Utilizzando le notazioni della Meccanica Quantistica pcesiamo
etichettare unsaqualsiasi rappresentazione irriducibile di
SU(2) con un numero intero o semidispari j , essendo 2j+l1 1la
dimensione dello spazio della rappresentaziore , il vettore
di peso massimo §ara indicato da |j,j> , e gli altri vez:ori
della base da |j,j-k> , essendo k=8,l,....,23 ; la raporesen-

tazione di j,.,j,.]. su tale base & data da

2 rjrj_k‘):<j-k)|j:j‘k>

>

o 13, 3=k>=th(23=k+ 1) 1319, j-k+1>

(W4

Y. 13.3-k>=0(23=x) (k+1) 1413 5-k-1>

nella rappresentazione fondamentale si ha:
e © L=( o)
1-2_0-] it o o

Seguerdo la trattazione svolta per il caso generale di S (n+1l)
& y o .
consiéereremo 1'operatore exp( { j i -3, ) che agisce effica-

cemente sul vettore di peso massimo |j,j> e lo decomporremo
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secondo 1'equazione (III,1,11) come segue
e (837-6%7") = o (E37) amp (BJ.) axp (873

con

£. 2 5 (181) [’:-f@(coaif:)sﬂg(ml;]‘)"l‘ (2., 1)

14l
IO
ed essendo j°=2jz (nella rappresentazione fondamentale j = ('O _i ) ) -

In guesto caso particolare poassiamo interpretare gecome=rica-

mente la relazione tra E e G .Ponendo infatti

€= %LNF Pefo,m] ¢ €lo27]

(6 infatti ovvio dalla (III,2,1) che | §| & una funzione pe-
riodica di | § | con periodo T ,ma consideriamo solamer<:e
1% € [°/1§ ].,poiché& si passa all'intervallo [~-T/2,0] sempli-
cemente modificando la fase 0 ).
Scriveremo dunque
(
E- S kivi- 29 5(2)

&1

Interpretando le coordirate ¢ e ¢ come le usuall coocrdinate
polari sulla sfera , la § come la corrispondente coaordinata
sul piano ¢ ,1'equazione che lega § a e ¢ & la proiezio-

ne stereografica della sfera.

N s
/ i \_Zf
f'l ;o:‘\/\)‘./,‘} OB T ::{‘ [
e == )t I
HEM_JTL. % CA
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Gli stati coerenti di SU(2) nella rappresentazione j sono al-
lora c¢ati da
R T 0 R LT
<dlexpe(E3-g' T <ijtep(E3 )1

= R e

leso (k!)

si & sfruttato il fatto che,per qualsiasi £e € si ha

< 4,4 |exp E':]"‘" Ay A >=1

Utiﬁizzando la relazione

e (290) Blkby+ . . :
(}:]k...) 13.3> = ((%]-k)l)aT | 1A kg2]
3-17 [9,3>=0 k529
si avra
‘Zj A
; 2 N ke e
51} Ec ( u) 5 ljiaun FLE2 ol

Il prodotto scalare tra due stati coerenti @i guesto tipo &

dato da
‘LS 23 Sy Z,j | * £ P .
<%"J"§'J'>"E_°%; (12)1(1)1(‘3:) gk(]-j—fl,},)-k>.-:

< F () (EE e ¥R gty s
k=s

La generalizzazione dello spazio di Fock-Bargmann di funzioni

sulla sfera & generato dalle funzioni associate ai vettori
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Y4t
3,j=k> della base dello spa:zio C’d* della rappresentazione
Mis ()= <K j-k>s (zi E’)k
Jij-k y ARNEN k /N2

Per definire il prodotto scalare in tersini di integrali sul
pPiano complesso & necessario considerare la misura invariante
definita sul piano complesso (inteso ccme proiezione stereo-
grafica della sfera!
Jg.-. 4 2 dRe(s) LI ()
T (43 18")

dobbiamo successivamente calcolare il vrodotzo scalare

jree (33§ T N> - <) (s (£37) o5 (53 )eop(E'T") 11>
. <j.juxr(2(53p)(jj> s Jjtese (2501555 -
oo R (14 e T ) U (8T )1 = Cra 187)7
che coincide con 1a (III,1,l4) nel caso della rappresentazio-
ne fondamentale 3=1/2 , si sonc qui apglicate le proprieta

della rappresentazicne di 3 _,32 e la (III,2,L) per l'espres-

+I
sione di 6 in funzione di &
Ricordande inoltre che & <A, A jexp 23, |4, >=1 ed applicando

la formula (I:,5>,68¢) per il prodotto scalare tra due sctati

arbitrari otteniamo

AT ch{l'( tra(t)t}*(é:)Mm U () 40 =

Lj4!

w8 ) (5D %)
(4+\§ 1*)* C'H-lg[)
e (2%

HF j Cl"’liiz) "{Tﬂ)

5 (5) % (%)

H
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la risoluzione dell'identiti & data da

1. un | 4% JE g

—_—

IR A

Sullo spazio di funzioni della rapprresentazione l'algebra di

Lie agisce come un'algebra di overatori ddifferenziali . E

verifica immediata che

To (g (82)= (7= 55 Y(#p5a080)

Poiché vale la [d/d% , % 1=1 possiamo associare agli operatcri
differenziali degli operatori di Bcse definiti su unc spazio

di Fock arbitrario - Si ha quindi

A + .
J, =b b-1
e si interpretano i vettori di p=sso come stati di par-

ticella

L'algebra & completata da
g T 5 S R G

detta di Holstelin-Primaxoff

(D\

La rappreserntazione cosl otteruta
Dello spazio di Fock auciliario si utilizza solo il sottospa-
zio con numero di particelle minore o uguale di 23 . Per tali
ragioni chiamiamo lo spazio di funzioni spazio di Fock-Bargmann.
Esemplifichiamo ora,per il caso par=zicolare di $¥(2),quanto
affermato precedentemente in generale sull'evoluzione dinami-

ca . Seguendo la trattazione del caso generale utilizzeremo
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l'espressione del prodotto scalare tra due stati ccerenti
] 1¥ gy
<&gy = (5" (4+45%E)

La lagrangiana (II,3,5) & allora data da
s ; @ 117_'02 4+ B S & A
Lo 3 h[ 22 [ (g)7]- 82, [90)7] - R0 (5ts)

Ly 2 55 R ]-’M,C%'.%)' BE (e es) M@y
: (4isY) e Is)) [1415)%)
Per scrivere le "equazioni del moto"” in forma hamiltcniana
dobbiamo introdurre la metrica nello spazio delle fasi (II.2.,8)
0 (elsp ] -2 HE .
: 9%‘3%'[% ] ?%I (’fii]’)}

e g PM I 8
(ui;:‘)lf %] (4+151')°

Le equazioni di Hamilton generalizzate sono quindi

Q...,}_& = _-tlh 'LJ‘ %*
2% (+45]")

T g 2 3

2g* ] (At 1s]")
Se 1'hamiltoniana b( g*,; y=2 %I;{Ié > & tale che conserva la
coerenza allora la soluzione £ (t) di queste eguazioni forni-
sce una corrispondente evoluzicne tempcrale | ¥ (t)> dello sta-
to quantistico , cio& una soluzione della corrispondente equa-
zione di Schrcedinger , che si mantiene coerente
Considerando infine le regole di quantizzazione delle orbite

alla Bohr-Sommerfeld la equazione ( XX ,4, (3) diventa
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2 4 SE
trns [i62) L dgadg’s 4njfE
GlEl) (1+151")

dove si & sfruttato il fatto che dg A df *=2icRe(§)dIm( %)
Per semplificare l'espressiore dell'ultimo integrale passiamo
alle coordinate sulla sfera (9,4 ) utilizzando la proiezione
stereografica {III,2,1)

§ = ‘ehq) {»3 i‘@l}

dg - ¥ 1[5 4y

). « y
dsi= 4 (WT)): L (4 5@ oo

Sostituendo nell'integrale

(4% 1 dp 0 (4+15%))

T Ctg'le))

- 4 |ded 2 :dgdﬁd ML

- 1 |dosg mifonl) - 4 | APy

la regola di quantizzazione diventa gquindi
tj‘.gda@mer o R

dove 1'integrale va pensato su una porzione di sfera . Consi-
derando per esempio la calotta sferica individuata dalle con-
dizioni

& e(0®) , be(om)

e [otx)

avremo :

—

v o
drhomz b 28 | d(-w®) = 2wk (®)]

o

&l = ¢ (aody 5B 1)




A5

—
che fornisce le regole di quantizzazione per l'angolo f

Al = an | LOP e N

J



116

SV E L E 3 s SeEatt Coerentli o5 [ SUEF A 5 Y

Quale ultimo esempio consideriamo il caso del gruppo semisem-
plice non compatto SU(l,l) delle matrici 2x2 a determinante
uguale ad l,che lasciano invariata la forma |z,|2-|z,|2,essen-
do (z,,2z,) un qualsiasi vettore di €~

L'algebra di SU(l,1) & cistituita da tre generatori che indi-
cheremo con k,,k, ,k_ per i guali valgono le seguenti regole

di moltiplicazione di Lie
[kotk;]z; 2k
[kerk.l=-ko
nella rappresentazione fondamentale tali generatori si scri-

vono. :

E possibile costruire diverse rappresentazioni unitarie irri-
ducibili di SU(l1l,l1) caratterizzate pero dal fatto di essere

di dimensione infinitai;in particolare considereremo le rap-
presentazioni discrete (numerabili) dell'algebra corrisponden-
te 9U(1,1) : gueste ultime sono etichettate da un numero k>0 ,
ed i vettori della base ortonormale possono e€ssere scritti
nella forma. [k, R con' f=6, L.ov 0.

Su questa base 1l'elemento k, & diagonale

kolk,m>:2(k+m)Ik,m>



P

e gli stati |k,m> si ottengono dallo stato |k,0> come segue

Iﬁ. Fs
T L e ] (k¢) o> (111,3,1)
m! T(Zk1m)

Possiamo quindi scegliere come stato di partenza il vettore
|x,0> il cui sottogruppo di stabilitd & generato dal solo
elemento k , dell'algebra . Parametrizzando .Icome nel caso di
SU{n+l,n+1) lo spazio quoziente con gli elementi del sottospa-

zio generato da kﬁ,kﬂsi avra
wp ((Zky -5 k) |k 0
<k,of U}o(é‘(*_ g k_) % 0%

[y =

£ possibile anche per SU(l,1) una parametrizzazione diversa

utilizzando una decomposizione analoga alla (III,1,41)
axp ( Sy -8k )« wp (Bl ) oxp (pe) wp (-E7F-)
4
£ = k(%) pkg (4-1E1)" [y a0

La trasformazione (III,3,2) rappresenta la proiezione stereo-
grafica dell'iperboloide di rotazione in R3? di vertici (0,0,1)
sul disco di Poincaré di raggio unitario nel piano (X,v) in-
terpretato come piano complesso . Osserviamo infatti che in
corrispondenza a tutti i possibili valori del parametro &e¢ €
la coordinata £ assume solo valori tali che sia |g |<1
Utilizzando la decomposizione (IE,3,2) e ricordando la rela-
zione (III,3,1) si ottiene , parametrizzando lo stato coeren-

te con un puntori sul disco di Poincaré
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T zx}ocgt*)g,c'a((’oko) z)croC-gic_)lk,oB .
‘ <ol axp(§€y) exp(Pies) £xp (-S'E.) 1k05

» f M(m 4 2e) )"m gmlk.ﬁ>
M0 m! T ()

Il prodotto scalare tra due stati coerenti & dato da

chalibpss ua BFEY "

e la risoluzione dell'identita & data da

e Sdk(‘?,) 15, k>< g,k lg1<1

fe(d)= E2 (412" g

Possiamo anche in gquesto caso realizzare lo spazio della rap-
presentazione come spazio (infinito dimensionale) di funzioni,
associando una funzione ad ogni vettore |k,n> della base orto-

normale come segue

1

T(m 4 28) ( 4 "
m! T(ak)

-’uk,m@) « <€ K1 Emd>s [

la rappresentazione dell'algebra su tale spazio di Hilbert &
analoga alla rappresentazione di Holatein-Primakoff per

BY@(2) ; precisamente si hanno le identificazioni
Ge> +
k%: 1k°: gé _‘k: \'¢DL>+\'(
2 de
)
¥y = L;(Zn4ﬁb)k
kg‘): CZIC* b‘b)ll‘ b
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APPENDICE
DIMOSTRAZIONE DELLA RELAZIONE (II,3,6 )

Dimostriamo ora la relazione di ortogonalitid (II,2,6)

SG‘"{': IMC%) “P,z,;“f d’siu(?;) N’Q b4 t‘ig : d’:‘dtﬂ_ M?q'\(‘q% ILP-t 5

(1Y) consideriamo un set di vettori indipendenti nello spazio
della rappresentazione {|i> ; i=l,...,d, } ed introdu-
ciamo gli elementi di matrice U .(g)-<1|U g

g
(2) dimostriamo la relazione
] u P C.‘(I) ‘:L—‘
Se )% tdg<Piy o .5, 40 )
(w:
operiamo con la Pj, su un elemento della rappresen-
J

tazione U(g,)

L’ ( =
(P U(s) ), = f-" jeujr‘.. v Yts) Ui (§e) &y =

L
©

Vi (97 Wi (890)dg = ) Mpo (3098'87) Ui (35005 .

1t

G

o

&
CZE Jf—cgo) Vei (309" ) e (940) de -
D

Yiie ($0) SG Uoo ((39.)") Ve, (390 oo

per la propriet3d dell’integrazione di essere rigth-inva-

riant e per la formula (i) ottengo :

(Fih ;
e Z U (80 Bl L (0tsy B
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Allora osserviamo che gli operatori P« commutano (@550
tutti gli operatori U(g) della rappresentazione irriduci-

bile di U quindi sono multipli dell'identitd (Lemma di

Schur)
()

per calcolare i coefficienti a" " calcoliamo la traccia
Sh
Z P(j:’) i_ S UJA:. (3-]) U'\.j Lg) Jﬁ s 3 u“l"l CS%-‘> A‘i -
Gl i -

I

= Og g(, dg = &0

poiché scegliamo logicamente la misura normalizzata ad 1.

D'altro canto possiamo scrivere dalla (ii)

(I.l..‘) See ..
ZP“ . E QF ? §: - d @Ln’)
33 : J) 2
J J
Confrontando le due espressioni ottenute per Z'Pﬁg)
J
otteniamo
ﬁ(.‘.‘ ) » d&— 54:4:'
e quindi
(i4') =4
o = d7 S5
PLH‘ o (1i1)

Considerando quindi

SG 4‘{’1IUCS)\‘PL>"4“P3I UCS")\LP;,") 4% =
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Introducendo la risoluzione dell'identitd espressa con

1 vettori |i> si ha :

n

s 5 LPIICEVE NP 1tk s lksi (U () 1251 > deo -

id.k,Q G
¢
. 3 LY ><ar )y <yl S<igy E 145£3)bﬂicﬁ)ag
i)k, e G -
; -~ + =3 -1
pOlChe u: t%) = ujl' [g) 5 Mj; CS) < uj: (? )
b LI RKY, 13<Yat ke <14 > SG UJ.‘. (‘3“) Uol8) de
: { WAL
. u‘:{j.u,( CYxwel) s tiy,> P 7L
o) UV <Yal )34 nlie 3y Gy > d: Soxd; e
i!];‘.lle &
= d; Zl. UL XY BX g1 K jlpy > = d?;' <3 @ e<palipy >
’)

che & esattamente la(Iiié)di §TIT,¥).
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