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INTRODUZ I O N E 

La c orr isp ond enz a t ra Di na mic a  Clas s ic a  e Dinamic a QU3nti s ti­

c a  d i  u n  s is tema fis ico p u o  ess ere ottenuta in modo d ir etto 

mettendo i n re lazione g li s t at i c l as s ic i  d el s is tema c on un 

ins ieme d i  vettor i ne l l o  s pa zi o d i  Hi lbe rt a ss o cia to a l  s is t e­

ma s tes s o  . A ta l fine occ or re s elezionar e un i ns i eme comple­

to d i  vettori ognuno de i quali é e tiche tt ato d a  un p unto nel ­

lo spa zio del le f a s i e t a li c he i va l o ri medi s u  quest i ve t­

tor i deg l i  ope ra t ori asso ciati all e oss er vab i li fis ic he sono 

esattamente l e  funzioni d el p unto nel l o  s p azi o d ell e  fas i  che 

d es c ri vono le g rand ezze fis ic he c l a ss ic he . si puo inolt r e  

rich i ed er e  che l 'evolu t o  tempora l e quantis tico d el s i s tema 

nello s chema d i  S chrod inger , appa rteng a ad ogni i stante a 

t ale i ns i eme d i  s tati ; in tal m odo s i  s t ab i lis c e  una c orri ­

spondenza t r a  l ' evol uzio ne d ina m i ca quantistica ed una tra iet­

toria nell o s pa z io d elle fas i . ta le tra iettoria ris u lt a 

e s s er e  es a t tament e  quel la cl a s s ica r ego l a t a da l l e  equazio ni 

di Hamilton . 

Gli s t at i  quantis tic i cosi d e finit i s on o  gener a l m ente d etti 

"stati coerenti " d el s is tema . 

S ch rod inge r cos tru i  esp l ic it amente g li s t at i  coerenti d ell ' o­

s c i l latore arm onic o . T a l i  s �ati non s ono autos tati né d e l la 

pos i z ione né d el l' i mpul s o , ma s ono et i c het tat i  d a ll e  r is p e t-
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tive variab i l i  canoniche q e p e seguono ne l l ' evo l uzione d i­

namica l a  traiettoria cl assi ca come pacchetto d ' onde quanti ­

stico d i  indeter-m i n a z i one m i n i ma (.1 P .1g=fi/2) . La v i a s egui­

ta SchrOd i nger per l a  costruzione degl i  s t a t i  coerenti non é 

pero d irettamente u t i l i z z ab i l e per un s i s tema f i s ico d iverso 

dall'os c i l l atore armonico 

La genera l i z za z ione ad  u n  s istema arb i tr a r i o  s i  a ttua per una 

via d i  natura strettamente a lgebrica . G l i  s t a t i  coeren ti ge­

neral i zzati sono i nf a t t i  associati a l le rappresenta z ion i  un i­

tarie i rrid uc i b i l i  d i  un gruppo d i  L i e  'G d i  automorfismi  

del l a  varieta d e l l o spa z i o  d e l l e  f a s i . I l  gruppo G agisce 

trans i tivamente s u l l a  varieta , l a  q u a l e  v iene pertanto iden­

t i f icata con lo spa z i o  omogeneo quoziente G/S I e s sendo S i l  

sottogruppo d i  s t ab i l i t a  d i  un punto origine  ne l l o spa z i o  de l ­

le fasi  stesso 

La costruzione d eg l i  stati  coerenti si  attua quindi  come se­

gue : sce l to u n  vettore IJL> n e l l o  spa z io d i  Hi l b ert d e l  si­

stema I sul  qua l e  i l  gruppo G é rappresentato unitariamente 

ed irriduci b i l mente I pon i amo t a l e  vettore in corri spondenza 

con l ' origine  sce l ta ne l l o  spazio de l l e  f asi ; l 'ins i eme de­

g l i  stati coerenti é ottenuto come orbi ta d e l  vet tore I� >  

nel l o  spa z i o  d i  Hi l bert s o tt o l 'a z ione d e l  g ruppo G 

I n  questo l avoro d i  tesi  abb ia mo individuato l a  v i a  per l a  

?ostruzione e s p l i c i t a  de l l 'orb ita suddetta ne l caso d i  gruppi 

d i  Lie semi5emp l i c i  compat t i  . A ta l f ine r i s u l ta conveniente 
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considerare l a  comp l e s s i f icazione G � d e l  gruppo G e sceglie­

re come vettore origine i l  vettore d i  peso mass imo de l l a  ra p­

presentazione-irriduci b i l e  

La decompos izione d i  Gauss deg l i  e l ementi d e l  gruppo consente 

di fattori z z are espl i c i tamente i parametri descriventi l ' orbi-

ta d e l  gruppo e quindi l o  spazio omogeneo G�/S, sot-

togruppo d i  stab i l ita d e l  vettore d i  peso mas s i mo ; ta l e  spa­

zio omogeneo c o i nc id e  con l o  spazio G/S . Attraverso t a l e  co­

struzione abbiamo potuto i nd i v iduare esp l i c itamente l a  strut­

tura metri c a  (Kah leri anal d e l l a  varieta de l lo spazio  omogeneo 

G/S che entra e sp l ic itamente n e l l e  equazioni d i  Hamilton de l 

sistema i dentif icando l o  s p azio omogeneo con l o  spazio d e l l e  

fasi . Lo spazio d e l l e  f u n z i o n i  i ntere a quad ra ta sommabi l e  

s u l l o  spazio quoziente é ident i f i c ato conseguentemente con 

lo spa z i o  di H i l bert d e l  s i stema _ 

Abbiamo esemp l i f icato l a  costruzione s u  esposta per l e  a l gebre 

di Lie semp l ic i  A� = SL ( n+ l , C )  n e l  caso d e l l a  rappresentaz ione 

fondamentale  e per ogni  rappresentazione irriducibi l e d e l l ' a l -

gebra SW(2} dei  momenti ango l a r i  ( Pe r  comp l e tezza abbiamo 

anche dato l a  costruzione espl icita n e l  caso d e l l ' al gebra 

SW (l,l) come esempio di a l gebra non compatta rappresentata 

unitariamente su uno spazio d i  H i l bert d i  d imensione infin i t a). 

Una parte d i  questo l avoro d i  tesi  é stata i n o l tre dedicata 

a l l ' evo l uz ione d i namica del s i stema attuando l a  corrisponden-

za tra l a  descriz ione c l as s i c a  e que l l a  qua n t i s t i c a  attraver-
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so i l  npath inte g ra I "  sug l i  s t a t i  coeren t i  i n  questo conte-

sto abbiamo s e l e z ionato l e  c la s s i  d i  Ham i l toniane che conser­

vano l a  coerenza n e l l ' evo l u zione quantistica  . 

Le tecniche adottate i n  questo l a voro d i  tes i  sono genera l iz­

zab i l i  a l  caso d i  a lgebre d i  Lie d i  d imensione i n f i n i t a  . 

Queste u l t ime hanno un partico l are interesse i n  quanto é sta­

to recentemente mostrato (*) che g l i  stati  coerenti d i  t a l i  

algebre sono identi f i c ab i l i  con g l i  s pa z i  de l le s o l u z i oni de l ­

le equaz ioni non l i neari d i  t i po s o l i tonico ne l l o schema bi­

lineare d i  Hirota . I l  gruppo di  Lie di  t a l i  a �bre é i l  grup­

po di Backlund de l le equa z i oni non l ineari  che connette diver­

se soluzioni . I n  t a l  modo l ' evo l uzione non l ineare de l l e  so­

luzioni é messa in corri spondenza con l ' evo l u z ione d i  un si­

stema quantistico con inf initi gradi di  l i berta 

La tesi é corredata , a l  term i ne , da una b i b l iogr a f i a  �i testi 

di maggiore interesse cons u l tati , ai  qua l i  s i  f a  r i f e rimento 

nel corso dei  capito l i , mediante un numero d ' ordine tra pa­

rentesi quadre . 

Per quanto r i guarda i concetti d i  geometria d i f f e ren z i a l e  e 

di  teoria struttur a l e  e de l l e rappresentazioni d i  a l gebre 

(*) : G. D ' Ariano , M.Rasetti , PHYS .LETT . A  ( i n  corso d i  stampa ) . 
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e gruppi d i  Lie  , u t i l iz z a t i  n e l  corso de l l a  tes i sono esc l u-

sivamente enunciati  l e  def i n i z io n i  e i teoremi utilizzati 

rimandando d i  yolta i n  v o l t a  , a i  testi cons u l ta t i  per l a  d i­

mostrazione dei  teoremi stes s i  

Ringraziamo i l  Prof . M. Rasetti d e l  Dipartimento d i  F i s i c a  d e l  

Pol itecnico d i  Tor ino per i prez i o s i  suggerimenti e chiarimen­

ti che hanno arricchito i l  presente lavoro d i  tes i .  
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CAPITOLO I :  

S T A T I  COERENT I  

ARMONI C O  

§(I , 1) : u S"tat i d i  G lau.De r "  

Storicamente l ' idea degli stati coere n t i  nacque d a l l ' e s igenza 

di costruire,nell ' apparato della 11eccanica Quanti sJ:ic a ,  

cegli  oggetti che aves sero u n  comportamento che f os s e  il 

piu ' vicino pos sibile a quello c l assi co , c i oe '  di  t=ovaCE, 

nel lo  spa z i o  deg l i  stati del sistema,dei vettori particol ari 

per i quali fossero evidenti l e  ana l og i e  con g l i  ��a t i  fisici 

del l a  Mecca�ica C l assic a .  

L ' idea d i  S chroèinger [1] ( il primo che diede l ' espressione 

esplicita pe= t a l i  sta t i )  era di cercare funz ioni d ' ond a  per 

le qua l i  f osse minimiz za�a l ' indeterm i n a z ione quant i st i c a ,  

ovvero l a  re l a z i one d i  indeterminazione d i  Heisenberg , re l a t iva 

alla misura s i m u l tanea d e l l e  grandez z e posi zione ed impulso: 

11,1.11 

fosse sodd i s fatta con il  segno di uguag l i anza . Per reali z z are 

la corrispondenza con stati  c l ass i c i  occorreva inol tre c�e 

il pacchetto d ' onda d i  minima indeterm i n a z ione fosse  centrato 

attorno al punto n e l l o  spa zio de l le f a s i  che segu :va l a  traiet-

toria c l assica d e l l a  partic e l l a. 

Partendo da ta l i  presupposti Schrodinger r i solse i l  problema 

nel caso de l l ' os c i l l a tore armon ico , re a l i zzando pacchetti 

d ' onda , che seguivano l'evoluzione dinamica  c l assica  
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(rotazione con v e l oc i ta ' angolare w ne l piano (q , p ) ) ,  

senza sparpa g l i a rs i , ovvero man�enendo m i nima l ' :ndeterminaz io­

ne posizione- .impu150. 

Schrod inger tento ' di escendere questo proceè imento aà a l tr i  

tipi d i  h a m i l toniana , ma senza succe s so ; come s i  vedra ' i n  se­

guito la poss ib i l i t a ' di d e f i n i re stati  coerenti per un gene­

rico sis tema f i s ico si attua per una via s t rettamente a l ge­

brica . 

Lo studio deg l i  s t a t i  coe=en t i  f u  r i preso i n  seguito s o lamente 

intorno a g l i  anni ' 60 , nell ' ambito de l l ' Ot t i c a  Qu an t i st icd ; il 

nome stesso d i  gue s t i  s t a t i  f u  i ntrodotto i n  t a l e  contesto in 

relazione al  f atto che e s s i  sono adeguati per descrivere cor­

rettamente l a  radiaz ione coerente d e l  laser. 

Il contrib uto maggiore a l la trattazione p i u ' app ro f ond i ta de­

g l i stati coerenti de l l ' o s c illatore armor.ico e èe l l e  loro p�o­

prieta ' p i u '  genera l i  e '  dovuto a R . G l auber [2] iper ql:.es-:o 

motivo ta l i  stati sono detti  anche "sta�i d i  Gl auber " . 

Il prob le ma chiave de l l ' Ottica Qua�tistica era que l lo d i  de­

scrivere adeguatamente u n  s i stema con un e levato numero d i  

fotoni , mantenedo , ne l l ' a mbi t o  d i  una tra t t a z ione prettamente 

quantistica, una stretta a n a l o g i a  con i l  comportamento class ico. 

La teoria dell ' E l ettrod i namica Quantistica  non consente d i  

risolvere questo prob l e m a : es s a  infatti  e '  una teor i a  perturba­

tiva che consente d i  trattare solamente fenomeni che comporti­

no la presenza d i  pochi f o t o n i. 



L'approccio corretto a l la risolu zion e d e l  problema fu proprio 

quello di G laub erlche porto' a l l a  d ef i n i z i on e  d egli s tati 

coerenti. 

Affrontiamo ora in dettaglio l ' a n alisi degli stati c oe r en ti 

e di a l c un e  d elle loro p r opr ieta ' piu ' interessan ti . 
Consideriamo un oscillatore armonico unidimensionale la cui 

hami1toni ana e' 
� 
H = (1.1,2) 

con l a  sostituzio n e  

(I, L 3) 
possiamo s tud ia r e  il s ist ema n e l  formalismo degli autostati 

In> àel l ' ope�atore numero - -+­
n = a a ; i n  t a l e  spa z io ( d etto d i  

Fock) l ' hamil toniana e' d a ta da ll'espressione 

! 
iL i;.w ( oi + -;. ) 

" "t'" 
Ih:; a. a. 

( I, L 4) 

(In seguito si riferil'a' l'energia a l l o  sta�o d i  vuoto trascu-

rando quindi il termine (t-riW)). 

Ne l l 'ambito dell'Ottica Qua�tistica lo spaz�o di Foc k trad�ce 

g l i  stati d i  vib ra z i o n e  d ella rad iazi one ele ttromag�eticaigli 

operatori q e p sono cor r e l ati con gli opera tori potenzi a l e  

vettore A Inel gauge di r adi a zi o ne , e campo e lett r i c o  E. 

In ta l e  c on testo g li s tati d i  Glaub er servono per de s cri-

vere stati d el 

non e' pr ec isato 

sistema in cui i l  

ma l a  cui f a s e e ' 

n umero di fotoni 

d e -
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:inita i essi saranno quin d i  rappresent a ti da una sovrappo s i zio­
A ne di autostati di n .  

Piu' precisamen�e definiamo 

(1,1,5) 

etichettiamo in questo modo og�i vet�ore d e l  set con u n  nu­

mero complesso i i l  coefficiente numerico e-t i z i 2 assicura la 

corretta norma l izzazione di  questi stat i .  

Verifichiamo l e proprieta ' r ichieste per g l i  stati coerent i . 

Il ca l co l o  esplicito de l l ' indeterm i n a z ione de l l e misure de l le 

grandezze associate a q e p s i  svo lge come segue 

analogamente 

dove s i  e '  fatto uso d e l l e  es press i oni  ( I , ! , 3) per g l i  opera-

tori q e p e delle propr ieta ' (che ver i f icheremo $uccessiva-

mente) che g l i  stati  I z) sono d'.:tostati de l l  ' operatore a di 

di distruz ione con autova l o r i  z: 

allo stesso modo : 

_, � ( t. \ ('t " )' 
<q>= <"l'l'Ii;>: �"""J<�llQTQ /l/= 

:; I� \<:èl Q+� �"'Q+�a++��lè>:C�)('t;I�t�2Q+�+ì-t3l(;'ì= l���) ��w 

< ( �m,,",) ( �. � 2 \ò\'. <."-., l) � ( �"".,.,) 14 r Re(l) J' +-1.1 

<v? = C �"''''ì l 4 [I"" «)1'+ cL } 
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ottenia mo per il principio di inde te r min a zi one di He i senberg 

<1 p Li,! = 1::. 
2. 

cioe' l ' incertezza quantl s t ica vie n e  m i n i m i z za t a  p e r  qua lsia si 

stato coerente . 

Per quanto riguarda i l  compor ta m ent o "classico" o sse rvi a m o  c he 

facen do ev olve re lo sta to coere n te con ! ' h a m i l tonlana ( 1 , 1 , 2) 

otteniamo sempre uno stato c o e rente , €  i l  punto rapp rese�tati-

vo de l s istema s u l  piano complesso ruota in t orn o  a l l ' or i g i ne 

con veloc i t a '  ang olare w . In fa t t i  

. l < 1 _,"' l' __ 12 e 
::...... l. 

dove 5 i e I pOSto 

C�-IZ._ìwt 
(.-m!)"'Y1 

.' (t) = 

(1.1,7) 

Possiamo quindi in ter p re ta re i l  p ia n o  com ple sso come lo spa zio 

del l e  fas i e r itrovare c o s i '  l ' e v oluzio n e  cla ssica de l p un t o  

rapprese n t a t i vo de l sistema in ta l e  spa z i o ip iu' prec i same nte 

il modulo e l a  fa s e  de l numero c o mp le s s o  z rappresentano 

rispe ttivamente l ' e l ongaz i on e  e l a  fase de l moto de l l ' o5 c i l la-

tore.Osse rviamo in ol tre che n e l  p i a n o  com p l e sso g l i  s t a t i  I n >  

(autosta t i  de l l 'energ i a ) son o rapp r e sentati da c e r c hi c e n tra -

ti nell'o r i g i n e  con fase c o mp l e tamente i n determ i n a t a .  
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d i... G l aube r u  

d eg l i  Stati 

Esaminiamo in questo paragrafo l e  propri e ta ' ir.teressanti de-

g l i  stati  di G l auber : a l c�ne di esse sono verif icate anche 

dag l i  s t a t i  genera l i z z a t i  che def i niremo in segu i t o , altre 50-

no caratte r i s t i che dei so l i  s t a t i  coerenti dell ' os c i l l atore 

armon i c o .  Riport i amo per comp l etezza  anche alcune propr ieta ' 

gia ' c i tate precedentemente . 

(i) G l i  stati  d i  G l auber sono autostati d e l l ' operatore a 

di d i s truz ione 

Infatti --i 2-
__ I�I � �� A Qlè) = -<!. � L. _ " Q l".,) "'�o l"'!)� 
_�l'lz � 2"'�' ..Jl. -'- L. I '" ) ;:; 1\'\.:0 Cf'r\!),I� 

(I,2,1) 

dove s i  et utilizzata  l a  rappre sentaz ione d e l l ' operatore a 

sullo s pa z i o  d i  Fock 

1 
Cl JM) � (",)"6. 1",,_1 '> ","*0 
A 
01">= 0 

(ii) Sono g l i  s tati  corrispondenti a l la min ima indetermina-

zione del prodotto od q li p ; questa proprieta ' e '  g i a' stata 

verif icata precedentemente. 

(iii) Una pec u l iari ta ' d eg l i  stati  ! z )  e '  l a  non-ortogona-

lita ' . s i  d imostra i nfatti l a  r e l a z ione : 



<:<:/VI?" .... 
"'" k ( ,)k I. 1)-<;' ",.yn / 

I """" . " {1'11 , l \ 
-1-(I<j'+I"'I2.) z: (è.*t(wr � I " 

2. I.-Wl 
1<,11'1'>1" ..L (1,2,21 

La s9vrapposizione tra d u e  s t a t i  coerenti e '  tanto minore 

quanto p i u ' sono d istant i ne l p iano complesso i loro punti 

rappresent a t iv i . Vedremo i n  seguito come l a  difficol�a' connes-

sa a l l a  non- ortcgo na l i ta '  p o s s a  essere convenientemente supe-

rata. La no n-ortogona lit a ' e '  conne s s a  con i l  fatto che i l  

s e t  d eg l i  s t a t i  coerenti h a  la pot e n z a  d e l  c on t inuo ( i!.E:C 

mentre l o  s pa z i o  d i  Fock e '  separabil�/e g l i  autoscati I n> 

d e l l ' operatore numero ne c o s t i t u is c o no un s i s tema o rtonorma le 

completo . 

(iv) Il set e '  comunque completo , an z i  aver-completo (ovvero 

s e  ne pUO' es trarre un s e t  numerabi l e completo). 

Per d i mostrare l a  compl e t e z z a  bastera ' f a r  vedere che e '  pos-

s ib ile riso lvere l ' ident i ta ' in term i n i  di s ta t i  coere n t i : 

I= � J d� \�X</ (1,2, 3 . al 

d� = dR.«) dI",(�) (1,2,3 . b) 

� 
Basta d i mo s trare che l ' opera tore I sopra dato e '  l ' ident i ta ' 

s ug l i  s t a t i  I n> d e l  set ortonorm a l e  compl e to . 

S f ruttando l e  d e f in i z ion i (1,l,S) e (1 , 2 , 3  . a) poss iamo scri-

vere 

A 
I IM) ,: � -

11" 

= � 
11 

� = 
11 

\ ( J '<. 
-Uli l-d2è. 11'0)(2;1"0) = ,j <-

I r <00 Id\ --It L; .. L 
1<:0 

'" � L: , ).;0 ( .. ! ""! ) � 

-rr ;. 1 I /L 
IC _ è(�"" !- 1.1") e-L Cl ) 

(k!)'� K 0'!)'� : 

I I<) l d� -e--� I èJ\ k C ò')"" 
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( La pos s i b i l ita' d i  commutare i segni d i  j e d i  L.. e' a ssi­

curata d a i  c oe f f i c c ienti della s e r i e  che la rendono ass o l uta-

mente convergente i n  tutto i l  p i a n o  comp l esso 1. 
Calco l i a mo 

s t i tuzione 

l'integrale 
c'l 

"�f-'-

i n  coordi nate po l ar i operando l a  50-
<. eh. = felpo/'f 

Dove si et operata l a  sos t i t u z i one di v�riab i l e  

ef i e' utilizzata l a  pro--..prieta' d e l l a  funzione r(zl: 

rc""./) � SO<> Jt -e.-ti'" = ""! 
o 

Sostituendo i l  v a l o re d e l l 'integr a l e  s i  ottiene 

P e r  quanto riguarda la aver-completezza de l  set sono sta t i 

5 t ud i a t i ( [31 [ 41 sotto insiemi numerab i l i  à i  stati coe-

renti Q.ttenuti reti co lando i l  piano complesso e sc eg l iend o 

un vettore per o g n i  �cella" cosi' ottenuta ; s i  ottiene in 

questo modo anche una corrispondente part i z ione d e l l o  spazio 

d e l l e  f a s i  (q,p) .Si d i mostra i n  tale c a s o  che l e  proprieta' 

d i  completezza d e l  s o tt o i n s i e me cos i '  ottenuto d ipendo no da!-

l e  d imens ioni d e l l a  c e l l a ; r i ferendosi a l l o spazio delle fa-

s i  ed i n d i c a nd o  con s l'area de lla cella s i  ot te �gono i segue n-

t i cas i : 

(a) s > h i l  s et di stati non e' completo {e ' pos s i b i l e  

trovare u n  vettore non nullo ortogona l e ad o gn i vettore 
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del sottoinsieme ) .  

(bl 5 < h i l  set e' ancora aver-comp leto 

(e l S·" h i l  set ot�enuto e' comp l e t o  (piu' prec isamente 

v i  e' un so l o  vettore d i pendente l i nearmente d ag l i  a l t r i ) ;  

i n  ta l e  caso i l  reticolo viene c h i a m a t o  "reticolo d i  Van 

Neuma nn".Fu infatti quest'u ltimo [4; ad a f f ermare per 

primo l a  completezza di ques�o part ico l a re sottoinsi eme 

d i  stati coerenti,senza pera ltro darne una d i mostrazione 

comp l e t a . 

Grazie a l l a  r i so l u z ione d e l l ' i denti ta' ( 1 , 2 , 3  .a) e' possi b i -

le scrivere per ogni S t a t o  coerente 

1"1)' -;. )  d\ lè)(èIW) = � J d'<. 
oppure 

'I l' 'I l' • __ '! __ w + � VI " L , l"> > 

(I, 2, 4 l 

dove s i  e' introdotto i l  "kerne l auto-r iproducentesi" : 

I<{",�"') . .... -f 1·1'c {l'''/'. �'vJ (I,2 , S l 

coSi' c h i a m a t o  per l a  propr i e ta '  

kC"",:w) � :r J J� kCt�v-)k(v�w) 
Scrivendo ne l l a  <I. 2 , 4-l gli s:.ati 110/> e !z> i n  termini d i  

autostati d i  n e sfruttando i l  f a t to c h e  i l  set d i  tali sta�i 

I n> e' ortonorma l e  e completo si puo' dimostrare f a c i l mente 

che va l e  l a  r e l a z ione ; 

wM; ;, \ ... -1<.1'. è"vJ èm JZc 
(I , 2 ,  6 l 



�o 

Una relazione ana l og a  v a l e  per ogni fun z i one intera f(z ) .  

(v) Con queste preme s s e  e '  pos s i b i l e  d a re una rappresenta-

zione de l l o spaz io d i  Fock in term in i d i  uno s pa z i o  d i  P. i lbert 

d i  funzioni intere n e l  qua l e  un s i s tema ortonorm a l e  com91eto 

di autostati d e l l ' h a m i l ton i a n a  d e l! ' os c i l l atore armonico e '  

costituito da s e m p l i c i  monomi , e  non d a i  comp l ic a t i  po l inomi 

di Hermi t e .  

T a l e  prob l ema e '  s t a t o  affron tato i n  forma p i u ' generale d a  

Bargmann [5] e Schweber [ 6J ; c i  l i m i t e remo a stud i a r e  i l  ca-

so partico l ar e  de l l ' o s c illatore armonico unid imension a l e . 

G r a z i e  a l l a  r i s o l u z ione de l l ' iden t i t a ' pos s i amo a s s oc i are ad 

ogni vettore If> n e l l o  s p a z i o  di Fock una fun z ione intera f ( z). 

S i a  : 

{ J f� • 

C", = �'" I F ) 
Sfruttando l a  (1,2, '3 . a) s i  puo ' e s p r imere in t e rm in i  d i  

stati coerenti la 1[> 
Iho � �cI\ Jt>("lf� 

dove s i  e' usata l a  proprl.e t a ' : , 
<è{f\'l) .... "-.�n)* = -e.-t/�/"I. (��y"\.) :.tC 

e dove s i  e t  d e f in i t a  l a  fun zl.one int erJ : 

11,2,.8 I 
� 

( l a  converge n z a  d e l l a  s e r i e  e' a s s i c urata d a l  fatto che Z. \c.ro-J L�oO 
"'-" 

e q u i n d i  i coeff i c i en t i  cn sono l im i t a t i ) .  



In p a rtico l a r e  le =unzioni intere c o r rispondenti a g l i  

autostati In) d e l l ' operatore numero sono i mono�i: 

?� 

(m!)''''-
Osserviamo che n e l l  ' e spressione (I , 2 ,  7 che definisce 

in termin i di s t a t i  coerenti non ccmpare f { z )  ma 

j{Z*) , f�nzione de l la v a r i abi l e  z-. 

Per costruire l o  spazio di Hilbert ut i lizzia�o 

pero ' l a  (1,2,o) cosi' da otter.ere u:":o s p a z i o  di f�:,,::i:>ni 

analitiche. 

Resta da mostrare c�e e '  p o ss : bile de:in i r e  un prodo��o 

scal are n e l  nuovo spazio (di Fock-3a rgman�) ricond�ce��osi 

all'originario prodotto scalare nello s pazio di 

Fock.Co nsideriamo qui�di due �unzio�i i��ere f(z )  9 (z) ed 

i corrispondenti vEttori 

Ip. ii- 5d'<. .Q.,-!.I>/fr:.�) le> 
il cui prodotto scalare e '  èa�o da 

<fl'P c �JJ.H d� O-IW) ... -i:I.I'-t/Wi' f'Ce') ,&-Cw') 

��'Hd�J;" 
in questo pass aggio si e '  utiliz za:.a l'espressio:":e (1,2,2) 

del prodotto s c a l a r e  èi due s�a t i  coerenti 

la funzione f* ( z*) in serie di potenze : 

<FI'p� �,SSd�d� ,,--'�/':.I"'I'tè·VJ f,c," 
Integriamo ora in d2z sfruttando l a  (I,2,61 

0t?e r a ndo quin
.
di i l  cambiame:ìt� di vari abi l e  

" 
s e ndo d2w=dRe(w}dlm ( w)=dw� pcss iamo quindi 

svil .... ppia�o ora 

,ed es -
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scrivere 

I l  prodotto s c a l are ne l l o  s pa z io di :oc k-Bargmann d e l l e  

f u n z ioni  i ntere v iene pertanto d e f i n i to d a  : 
• 

UC'», 'j.L'è)).; J dl--C'J f6J �C<J 
dr (2), � ... -1'1 ".112.(.) H"" (,j 

1r 

11.2 , 9 . a l  

11 , 2 , 9 . b l  

che e '  ovv i amente un prodotto s c a lare e ssendo coi�ciàente 

con que l l o  corrispondente ne l lo spa z i o  d i  Fock . 

(vi) I l  set deg l i  stat i  coere�ti  e '  adatto per descrivere 

in modo semp l ic e  g l i  operatori. I nfatti un qua l s i a s i  

operatore e '  un ivocamence dete�minato/t�amite g l i  s ta t i  

coerenti , da una funz ione d i  due variab i l i . Uti l i z zando l a  

r i s o l uzione de l l ' identita ' ( 1 , 2 , 3 . a )  si ottiene pe:::- un 

gener ico operatore A 
A 

I;;) <"lA Iw>'-"'I " 

dove s i  e '  introdotta l a  funzione : 

(vii) Graz i e  a l l a  stretta relaz ione es iStente tra g l i  

stati coerenti e l o  s pa z i o  d e l l e  f a s i  essi  possono essere 

uti l i z z a t i  convenientemente pe� una form u l a z ione della 

Meccanica Quant istica  con i l  cos iddetto �path integraI 

method" 16] 

Secondo l a  formu l a z ione o r i g i n a l e  d i  Feynrnan [71 

v iene fornito un metodo per il c a l c o l o  d e l  propagatore 



< q " t"lq ' t ' >  ( prodotti s c a l a r i  d i  due stati  d e l  s i stema espres-

si nel l a  rappresentazione d e l l e  pos izion i ) .11 procedimento e' 

que l lo d i  assoc i are ad ogni c�rva ne l l o  spazio  de l le conf igu-

razioni ( q,t ) congi ungente i due punti ( g ' , t ' )  e ( q " , tn ) , u n 

numero complesso 

t" . 
4>('J{+))' ""'f 1 i J L {9 (t).'Jif)) dt 

le " 
(dove L e '  l a  l agrangiana c l assica d e l  s i stema ) 

re" su tutti i poss i b i l i  cammini 

, e di " somma- � cI .. , bc>. 
Il'( - $,: òJ\lJ lX. 

?"t h� �7 ,. 
Ci; M. l "- """'" "X. 

Quest ' u l t i ma scr i ttura e '  puramente forma l e , dovendosi precisa- e� 1r�tr 
re , per d a r l e  sen s o ,  una metrica n e l l o  "spazio  dei cammi n i " . v'CV" L ,f_ 

L ' interpretazione data da Feynman era questa (\.\A-W [./ . .J' olìl 
Il o,:J ? 

(a )  si  d iv ide l ' interva l lo [t ' , t "]  in N parti ugua l i  di al:'.-

piezza c,w[() 
Y'l{. .I-t: .1-

(bi s i  i nd ividua un pos s i b i l e  cammino tra ( q ' ,  t') e ( q" , t" I I Ou.ç(;J\.(p 
con punti r e l a t i v i  a i  vari istanti  intermedi : I � 

(c) s i  assume che , negl i  interva l l i n i  ( ( qk , tk ) ; ( qk"' l , tk+ 1» . 

l ' i ntegrale debba essere v a l u ta to sul  cammino c l assico ,  

I 

ottenendo qu indi , " 

" 

\' "l_ I.f 
l ' a z i one c lassica  s u l  cammino cons iderato . 

(d) s i  con siderano poi le possibi l i  part i z ioni  d e l  tratto 

( q ' , t ' ) , ( q " , t " )  integrando nel l o  spa z i o  de l l e  posizioni 

r ) 
,. , 

. - , 
- , 

..c 
� 

, 
'1';;-

, 

Il , 



s u  ognuna d e l l e  variabi l i  intermedie q i introdotte , e  s i  

c a l c o l a  i n f i ne i l  l i mite  per N ----� � , mantenendo l a  

condi z ione N E- = t"- t ' 

( I ,  2, l e )  

I l  proced imento d i  feynman mostra dei  prob l e m i  quando s i  vog l i a  

effettivamente c a l c olare l ' espressione (1,2,18) , èovu�i ess en-

z i a l mente a l l a  presenza di i ntegra l i  de l tipo r ix 2 
) e dx non 

definiti.  

Ta l i  prob l em i  vengono e l iminati  r 8 l se  si  considerano come 

variab i l i  descriventi i l  s i stema : 

anz iche ' l a  posiz ione e l ' i m pu l s o , e  se s i  esprimono g l i  stati 

del  s i stema con g l i  autostati dei corrispnàenti opera�ori a,a+ 

ta l i  stati sono esattamente g l i  stati  coerenti ( I ,l,S) prEce-

dentemente def i n i t i .  

S i  pUO' a l lora esprimere i l  prodotto sca l are tra d�e seaei 

cOErenti con un "path i ntegra l " , r ipetendo i l  procedimE�to i�-

d icato da feynma n , m a  considerando cammin i ne l lo spa z i o  d e l le 

f a s i . S i ottiene q u i ndi : 
lI/i:.. .. 

<ct;t" la:t'). 1,·J 0 C'ò(t)) ..vi" 1 � jù< L (, i'), �W<�I<),";" (t)] tit-] 

dove abbiamo uti l i z zato l e  nota z i o n i  : 
. "'_1 7-'DC'è(t): � 11' ci d'ò. 

N -"J cO I.:.: l 7T" 

che c o i n c ide con l a  lagrangiana  c l assica , a  meno di una deriva-
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ta tot a l e  r i spetto a l  tempo che et i r�i l eva�te per l e  equazio-

n1 d e l  moto. 

Con questo metodo ( chiamato anche p r i n c i p i o  d i  Feynma n )  e' 

p o s s ibile formulare la mec c a n i c a  qua � t i stiça con i s o l i  co�cet-

ti clas s ici di spa z i o  de l l e  f a s i  e di a z ione,ot�enendo l e  cor-

rette r e g o l e  di commut a z io!1e per g l i  opel-a t o r i  a ed a + d e f in i -

t i  n e l la rappresen t a zione d eg l i  s t a t i  coerenti d a  ; 



§ ( I  l' 3 )  : nE�oluzione Dinamica. 

degli St.a.t.i di Glauberu 

AbbIamo studIato nel precedente paragrafo a l cune proprieta' 

generali del set deg l i  stati coerenti.Ci soff ermiamo ora s u l -

l e  proprieta ' dinam iche d e g l i  stessi. 

Parl ando del l e  prop r i eta ' "c lassiche"  degli stati coerenti ab-

biamo mos trato n e l  primo paragrafo che l ' hami l toniana (I/l,�) 

d e l l 'osci l latore armonico conserva l e  proprie�a ' dI coerenza, 

causando semp licemente un "moto" d e l  punto rappresenta�ivo z 

ne l p i ano com p l e sso d e l  tipo: 

i _iwt "t) � '" ;'0 

dove Zo e '  i l  punto rappresentativo de llo stato i n i zi a l e. 

Ci  chied iamo ora s e  e' possibile trovare una classe piu' amp:a 

d i  hamil tonIane che conservi l a  coerenza.I l prob lema ge�erale 

viene riso l to su bas i puramente a l gebr iche e la trattazione 

piu ' completa verra' pertanto fatta nel successivi capitolI( �rr,4-) 
In questo paragrafo ci  l im i t iamo a studiare i l  caso de l l ' oscil-

latore armonico forzato ed a mostrare che anc h ' esso co�serva 

la coerenza. 

ConsiderIamo dunque l ' ham i l toniana 

(1,3,1 ) 

( I l  termine dipendente dal  momento genera l izza l a  parte forzan-

te , ma come r i s u l te r a '  In seguito e '  questa l a  p i u '  generale 



ham i ltoniana che conser va la coe r e n za ). 

I n trod uce n do g l i  operatori a e a + di d i st ruzione e d i  crea-

zione. ricavati d a lla (1,1,3) si o t t i e ne :  

k = l;wo,+,. � (�)\i [(;;"(,.,)��rt)- 1((»>"")\ fr(O) Q, .  

+ (;)� [(�J�f�«)- l (m.w)'< F}-{t)]Q; � 

( 1 , 3 , 2  

Co nsiàera i a m o  una soluzione d i  ten ta t i vo de ll' e qu a z i one d i  

S C hr od i ng e r  rela ti va all' ham ilto niana (1, 3,1 J de l tipo 

I<}(t»)= 1 <o (t» ___ ,f(t) (1,3,3) 
La cond i zione che ta le soluzi one si mante �ga uno sta t o  coeren-

te e '  a l lora sempliceme nt e  che c:p ( t I  si man tenga re a le ;si 

tra t ta quindi d i  tro vare un'e qua zi o ne d i ffe r e n zi a le per la � (tI. 

P roie t t a nd o  l'e quazi one d i  S chrod inger su un gene ri co s�ato 

coe re nte <wl si ottiene 

IL), +) 

Per tra sfor ma re i l  prim o membro de lla (1,3,4 ut i li zziamo 

l'e spre ssione (I , 2 , 2) d e l  p ro d o t to sca la re t ra due sta ti coe -

re nti a rb i tr a ri 

Pe r qua nto ri g uarda il secondo membro de l l  'e qua zione si sfrut-

ta la propri e ta ' ( I , 2 , 1.) che g li sta ti d i  G la uber sono a utosta-

ti d i  a .  
<"" I � (t)" Li) >= (t;w w''tIt) -t '( lt)w·+ �"(t) .. It)) ""W I Ht» 

Sosti tuend o e d i vid e ndo p e r  <r,..'!z(t»e i 4> (t) ,. O 



Essendo l o  s t a to Iw) tot a l mente generico questa e '  u n' eq u a z i o -

ne i n  w· : devo q u i n d i  egua g l i are i coefficienti d i  w· e d i  

l ; ottengo quindi la seguente coppia d i  e q u a z i on i  

� =" - " d lè{tJ!'- :! /(t) è/t) 
d+- "- k � �� - i",, -" {tJ - �Yit) 

( I , 3 ,  5 . a) 

Per dete r m in a re l'evo l u z ione tempo r a le de l l a f a se cf; ( t) devo 

a l lora v a l utal'e 

� /,,/'. �r L?:'�) = "t' t + "t et»' � H. C<:'i�) 
d a l l a  seconda equ a z io�e ottengo q u i n d i : 

s o s t i t uendo ne l l a (1 , 3 ,5.,a ) 

questa 

• _ � � R� [_it�(r)�lt)l- � '6Y/:)"2tt)< 

� - � [....: r...fCè"{r.lQ'irJ J t '6+{t) "ttl)] • 

• - � \_, !wU(tH Cf)] + 'l'et) '<CI)}: - � R .. [ '<11'), �(r)] 
e q u a z ione a s s icura che l a  cf> (tl re.=,t i  re a l e  ne l tempo 

e questa cond i z ione consente d i  a ffermare c he le Stato r i mane 

coeren te ne l corso de l l a  s u a  evo l u z ione tempera le,In partico-

l a re q u e s to v a l e  per l ' osc i l l a tore f o r z a to (fp(t ) =O ) ;I ' impor­

tanza d i  questo r i s u l tato s t a  ne l f a tto che t a le c a s o  e' per-

fettamente analogo a que l lo d i  un campo e lettrcmagne t i c o  in 

presen z a  d i  una corrente [9 l . 

u t i l i z zando un forma l i smo a lgebrico e' pos s i b i le mOStrare che 

l ' evoluzione temporale d e l  punto r a ppresentativo ne l p i ano 



complesso dello sta�o coerente e' esattamente fornito dalle 

equazioni di Hamilton della Meccanica Classica,con l'inter�re-

tazione del piano complesso come spazio delle fasi. 

Mostriamo questa p ropri eta ' n e l  c a s o  di un oscillatore armoni-

co forzato inizialmente fe rmo confrontando il problema classi-

co con quello quantistico. 

(al L'equazione classica dell'oscillatore armonico fo rzato 

e' .' t '1'"W'/ = fit) 
che si ricava dall'hamiltoniana 

-Hfo p'- + i. ""'W''1- lM'lf{t) 
<'" � 

( 1 , 3 , 6 ) 

supponenedo l'oscillatore fermo nella posizione di eq�i-

librio al tempo t=O le condizioni iniziali sono 

'1(0) _ O q (Q)� O ( 1 , 3 , 7 )  

La soluzione d el problema d i  cauchy e' allora,come e' 

facilmente verificabile 

(bl Per evidenziare l'analogia con i l  caso quantistico e' 

conveniente adottare l'apparato dello spazio delle fas i  

esprimendolo pero' in termini della variabile complessa 

2 definita dal corrispondente operatore a della ( 1 , 1 , 3 )  

Il valore dell 'impulso p(t) e' dato dalla prima delle 

. . d' . l ( . 0-11 ) h f . equazioni l Hami ton 9 or - - c e ornisce �t 
p Lt) = ""'� lt) = fY>' te d1: � 't7 (t_y) � W (t-_'1") fCe-) • 
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� � 
= � l dr S(t-7:) �w (t_7:) f«) + l''''J Ù'iT(L-c)Cd> w it-r) re,); w o o 

.,. 
� "'" t J, �(�_7:) C.Y>v.>{Ic-T) f(T-) 

si e' uti l i z z a t a  la proprieta ' d/dt[ e (t) l = <5 ( t) 

. L'espressione d i  z (t )  e' allora data d a  ; 

è(t)= ( �w)''''' r d.r 'Pét-r) fc") [ � w (t_ 'C) +,' CV> w {t'-"'Y] � 

= (� )!.-, ,i r d> dr 'i7(t-'C) f(,) L - iw (c-<) & 

'lt;w J o 
I ' ,.,r t 

� .. (� ) , �- '� J h r{�) :..�'W'l: 
1kw o 

(L 3, 8 ) 

(cl L'hamiltoniana quan t i s t i c a  corrispondente alla ( 1 , 3 , 6) 

f a t t e  le sostituzioni (1,1,3) e trascuranèo l'energi a 

dello stato f o ndamentale e '  

{ kf= t..w �+� -t F{t)�C�TD-+) 

F{t) < - fet) L 1;,.",) /, ,-w 

(1,3,9) 

e lo stato fondamentale corris po�dente alle condiz:oni 

iniziali (I,3,7_l e' lo Stato fondamentale IO>. 

Per risolvere i l problema dell'evoluzione d inamica e' co�ve�ie�-

te utilizzare l a  descrizione di i�terazione separa�do l'Hamil-

toniana in una parte "armonica" H = 1'iw a,T-a 

forzante v = F (t) (a+a ) 

L' equazione per lo stato I t r{ tJ) e' : 

e in un termine 

il;; � I<f't{t» � v",/!)I'fI{t» (1,3,10) 
d.t-

cioe' l/evoluzione tempora l e dello stato e' determinata dalla 

sola hami l toniana ò i  intera z ione , che v a  es pre s s a nella descri-

zione di interaz i one 

, �  � I H t V <--� o 
, " I H t 

-L -� Q = 
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- C..., _ìwt "1- ........ '�f:-) 
� t- (�) Q,.. .. Cl. � . 

ger qt:.est'ulcimo p�::;ssag'Jio si. e' fa�,,:o uso ò.;!le r-elazior.1? 

valida per ogni operatore 

.À H t- :.i. � t � r' + � [I; [ [ "J]] '" " � ... 
- I;. o = Z. L 1) M' 

'l. .. H., A .. 
....... � . 

e delle regole di ccmmutazione di a , �� co� l 'Hamiltoniana 

A 
Rod e l l  'oscilJacore armO:1ico 

Scrive�do la scluzic�e della (� 310\ co:; " , 
zione tem;>orale si o,;:;cie:.e : 

I l!'Jl'j> ' UU,T.ll,!"lb.» 

H f �Ju, .. j".'Jl-� d v, [t,) .. V, �ql 
1.0 t.. 

dove r et l'opel-acor-= di or-dinamenco cror.olog:co. 

evolu-

Il calcolo dell'operatore di evoluzione temporale fornisc e  il 

seguente risultato : 

essendo 
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dove si et anticipato il risultato che ver=a' dimostrato 

in §(1,4) 

Per ottenere l'esatta analogia con la mec=a�icà classica e' 

necessario far uso della descr:zione di SC�=0di�ger,correlata 

a quella di inte=azione da un ope=atore u�it3r:o. 

Otteniamo quindi,applicando la (I,l,7) ; 
- � k.l l'" l � _ _i w ;;'té1.1 _;�Ir) 

l'\',I!) >, ... , T, t)/ - � e 11;11;1> = 

s ... .. ; �(�) I?;l'),-;wt >: ./.plr) l:ç[t» 
In quest'ultima equazione si et posto: 

che et esattamente l'es:nessione di z(t) (I,�,8) t!"ovata nel 

caso classico . 

Dalla rela::ione (1,1,1.1) poss':"amo inolt=e o��e:-:ere t1t'.'equazio-

:1e differenziale pe::- la fase CP(t) 
_ iwt ìwt: e. e. 

ricordando l'espressione di zl:) e con:=ro:-:t2.ndo le ( 1 , 3 , 2 )  e 

( I  I 3 , 9 )  çhe fcrr.iscono t-(t)::: '(t) si scrive 

- : 

che e' esattamente l'equazione precede�te�ente ottenuta per 



l ' evo l u z i one tempora l e  d e l l a  fase . 

Questo semplice  e semp io mOStYd l a  pote�:a d e l  procedimento 

al gebrico nel trattare i l  prob l ema � e l l ' evoluz ione di�amicd 

deg l i  stati coerenti i t a l e  metodo v e � � a ' u t i l i z z ato nel pros-

simo c a pi tolo per d i most�are che l a  Hamilto�iana piu ' genera-

le che conserva l a  coerenza e '  d a t a d a l l a  

, � et) 
Un te�zo metodo che consente di e v i è e � z � are l a  c o r r ispond e r. z a  

d i n a m i c a  c l a s s ic o - q u antistica f a  u s o  d e l  " p d t h  integra I "  sug l i  

stati coerer. t i . 
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§ ( I , 4 ) : " S t.ati C oe re n ti ge ne ra-

l i z z a t i  de l l · o s c:: i l l a t o -

re a r m o ni c o "  

E '  p os s i b i l e  dare una def i n i z ione equiva l e n t e  deg l i  s t a t i  d i  

G l au b e r  c h e  s f r�tta propr i e t a ' s trettamente a l gebriche [2] . 

Questo e '  i l  punto d i  partenza da c u i  muove remo n e l  prossimo 

c a p i t olo p e r  gener a l i z za r e  i l  concetto di s t a t o  coerent e .  

A t a l e  f i ne s i  s c r i vono g l i  s tati I z > come v e t t or i  ottenuti 

da uno s t a t o  base 1J1. > p r e f i s sa t o  agendo su di e s s o  con un 

operatore u n i t a r i o  ad un parametro O ( z )  opportunamente d e f i n i -

t O i s i  r i chiede inoltre c h e  g l i  operatori s o d d i s f ino a l e g g i  

d i  c o mpos i z ione d i  t i po gruppa l e .  

Cerchiamo un s e t  d i  ope r a t o r i  D ( z )  che a g i s c on o  sugli operato-

r i  - - +  a i a  come operatori d i  t r a s l a z i one ( " d i sp l acement opera-

t o r s "  ) 

( I , 4 ,  1 . a l  

G l i  s t a t i  d i  G l a uber sono a l lo r a  ottenuti come " t r a s l a z i one" 

de l lo s t a to di vuoto I O >  per m e z z o  di que s t i  oper a t or i : 

, I z> = D ( z )  l o >  ( I ,4 ,2 

c ome ver i f i c heremo a l l a  f i n e  d e ]  presente paragraf o .  

Per dare u n ' e s p ress i one e s p l i c i t a  d e ll ' operatore D ( z )  s i  for-

nisce l ' equa z i one d i f f e r en z ia l e  a cui deve sodd i s f a r e .  



E '  nece s s a r i o  a l l or a  conoscere l a  forma d e l l ' operatore D ( d z )  

r e l a t i v a  a v a l o r i  i n f i n i t e s i m i  d e l  parametro . 

I n  tft l e  c a s o  l ' operatore che sodd i s f a  a l l e corrette rego l e  d i  

commutaz ione (1,4 , 1 . a ,b ) e '  dato d a  

( 1 , 4 , '� . a )  

( 1 , 4 , 3 · b l  

come e '  f a c i l mente ve r i f icabi l e .  

Con s id e r i amo poi un p a r t i c o l a r e  i ncremen�o u n i d i r e z i o na l e  

s c r ivendo : 

e r i c h i e d i amo una l egge d i  compos i z ione d l  t i po gruppa l e  

otteni amo q u i nd i 

D ['<-LA + d�)) _ j) ("(")) =(D (w-\) _ l ) b (�.l) � 

d A  

d a  c u i  segue l ' equa z ione d i f f ere n z i a l e : 

La c o n d i z ione i n i z i a l e  s i  o t t i e ne f a c i l mente d a l l e  ( 1 , 4 , 1. . a , b )  

D io) = I 
L ' e s p r e s s i o ne e s p l i c i ta de l l ' operatore e '  a l lora 

I r .  4 ,  4 I 

V e r i f i c h i a mo che g l i  s t a t i  d e f i n i t i  d a l l e  ( 1 , 4 , 1 ) ,  ( 1 , 4 , 1 ) 

c o i n c idono esa ttamente con que l l i  d i  G l a u be r .  

S i  deve s fruttare a t a l  f i ne l a  re l a z ione di Backer-campbe l l -
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Hausdor f f  5emp l i � ic a �a [10 1 che possi amo r i a ss�mere i n  ques c i  

termini ; 

se � e � sono due operatori t a l i  che 

UA,B ) , A ]  : ( [A , B ] ,  i3 1  < O 

a l lora v a l e  l a  r e l a z ione 

.. - •• ,' !. \ \ - .  , ' -' 

N e l  caso da noi  cons iderato A=za+ B = - za [ A , 3 1  = + i z ! � 5 i ?UO ' 

a l lora s c rivere i n  modo piu ' conveniente 1�per3to=e ( I , 4 , 4 

D(<.) < -'-" f L'b S -'- '2.'ò. ) o -'J'r « a+_ è'';: + 't
lo '''- t '< / ' ) · 

. .. - i l'-I' .1;<1" ("0') .f,)<.p(-è·�) 
Osserviamo ino l cre c�e l ' operatore exp { - z S a )  conserva i l  vuo-

to I O '> : 
• 

(- ,,+ r ;;'�ID> : 
", . 

Pr C- l"" )  l0> � 2: 
.. "" 

Appl icando questi  r i s u l tati otteniam� inf i�e 

� 2. � ,  1 M )  
""' ..... lM: ) 'l  

e r.e e '  l ' e spre s s ione (1 ,1 ,�ldeg l i  stati di G l a uber (per l ' ul � ':':no 

passaggio c i  s i amo serviti d e l l  ' espress ione d eg l i  autos ta�':' 

Pos s iamo genera l i zzare l a  def in i z i one di s ta to coerente pe� 

l ' osc i l l atore a r monico agendo con g l i  0geratori D ( z )  su U� 

vettore In.. ) d i  partenza qua l s iasi  de l lo spa.zio di H i l bert. , i n 



generale diverso dallo s�ato fondamentale l o >  

in tal modo si o ttiene un diverso set di stati c oerenti che 

soddisfano a tutte le proprieta' v iste per gli stati di Glau-

ber, salvo guella di essere autostati dell'operatore di distru-

. A 
z � one a . 

I n  particolare,scegliendo il vettore di partenza come segue 

si ottengono i cosiddetti stati " squeezed" [ 11 1  

Tali stat i , oltre a minim i z zare l a  rela z i one d i  i n d eterminazio-

ne di Heisenberg ( A p  �g =h/ 2 )  consentono , al c ontrario degli 

stati èi G l auber , di dimi�uire a piacere l'indeterminazione di 

una delle variabili coniugate,a discapito dell ' a l tr a , co�servan-

done il prodotto . 

Questa proprieta ' potrebbe es sere utilizzata per la trasm i s s io-

ne di segna l i , r i ducendo al m a ssimo 1 'inèetermin a z ione quanti-

stica su una de l l e  d�e componenti i n  quadratura modula�do i �  

segnale su di essa,e lasciando il rumor� qua�tistico sulla 

componente non " schia cciata " . 



C A P I TOLO I I  

S TA T I  COERE N T I  D I  

A L GE B RE D I  L I E  S E M I SEMPL I C I 

§ ( I I , 1 )  : .. -"S,,---t=d=..:-t,,-,:L,," _--"c ___ o=e=-=r,-"e=-,n�-t=-=i=---,p=e==r�--,u=n.=..o 

g e n e r ic o  G r uppo di L i e "  

Come s i  e '  v i s t o  g l i  s t a t i  d i  G l auber seno strettamente l e ga-

ti a l l ' a l gebra ,. deg l i  operatori di Bcse � , �+ ,i n e l l a  qua l e  

i l  prodotto e '  dato d a l l e  r e l a z io n i  d i  commuta z ione : 

[a. , a.' J �  i 
( II . I . I I  

� e '  un ' a l gebra d i  L i e  sui  comples s i , c ioe ' uno spazio vetto-

riale  su ( s u l  qua l e  e '  def i ni t a  una seconda operazione i nter-

na, detta prodotto d i  L i e , d i s t r i b u t i v a  r i spetto a l l a  somma e 

per l a  qua l e  v a l e 

[a i ""  b l  = [ ). a i b J  = A [ a ; b J  ( c i oe '  u..O e '  un ' a l gebra ) . 

Inol tre i l  prodotto s o d o i f a  a l l e  due u l teriori  propr i e ta ' 

[ a ; b ] � - [ b ; a ]  

[ [ a ; b ]  ; c [  + [ [ b ; c ]  ; a [  + [ [ c ; a [  ; b l � O  

( quest ' u l t i ma e '  detta iden t i t a ' d i  Jacob i ) . 

Ad ogni a l gebra d i  Lie � e' associato un gruppo d i  Lie , c ioe ' 

un gruppo topo l ogico  c h e  e '  u n a  varieta ' ( .o  per l a  qua l e  l e  
-operaz i oni prod otto e p a s s a gg i o  a l l ' inverso sono mappe C [ 1 2 J . 

I l  gruppo d i  Lie a s s o c i a to a l l ' a l gebra � deg l i operatori d i  
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Base e '  d e t t o  gruppo d i  H e i s e nberg-Weyl W ,  e g l i  operatori 

u t i l i z z a t i  ne l l a  f o rm u l a  ( I , 4 , 4 )  per l a  def i n i z i o ne deg l i  5ta-

t i  di  Glauber genera l i z z a t i ,  sono e l ementi de l l a rappresenta­

z i one d e l  gruppo w s u l l o  s p a z i o  d i  Fock ; pei t a l e  motivo c h i a -

me remo g l i  s t a t i  d i  G l auber s t a t i  coerenti d e l  gruppo d i  Wey l . 

E s a m i nando l ' e se rT\. ... p i o  deg l i  s t a t i  d i  G l auber po s s i amo i nd i v i -

duare i punti chi ave neces s a r i  per dare una d e f in i z ione d i  

s t a t i  coerenti per u;) �(.ne r i co gruppo d i  L i e .  

Considero u n  generico e lemento de l !  ' a lgebra ( U, l , l) d e l  t ipo : 

(dovendo cos tru i re un gruppo d i  o pe r ator i u n i t a r i  devo s c e g l ie-

re una combinaz ione l ineare d i  e l ementi d i  � che s i a  herm i t i a -

n a )  ; g 1 1  operatori : 

( I L 1 , 2 j  

cos t i t u i s cono una rappre s e nt a z i one u n i t a r ia d e l  g r uppo d i  �eyl 

s u l lo spaz io di Foc k . I n t e nd i a mo qui con exp l a  mappa es ponen-

z i a l e  che ad ogni e l emento d e l l ' a l gebra d i  L i e  a s s o c i a  u n  

e lemento d e l l a  parte conne s s a  a l l ' identita ' d e l g ruppo . Ta le 

mappa e '  d e f i n i t a  per una qua l s i a s i  varieta ' , ed h a  come d o m i -

n i o  lo spa z io tangente a l l a  v a r i e t a ' e come i mm a g i ne un a perte 

de l l a  varieta ' .  

Vale pertanto n e l  caso d i  gruppi d i  L i e  essendo l ' a l geb ra d i  

Lie l o  s p a z i o  ta ngente a l  gruppo ne l l ' ident i t a ' ; in t a l  caso 

inoltre l'i mmagine d e l l a  mappa esponen z i a l e  e '  tutta l a  pa r te 

connessa a l l ' ident i t a ' d e l  gruppo ( s e l ' a l gebra e i l  gruppo 
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sono rappresentati da m a t r i c i  l a  mappa esponen z i a l e  corrispon-

de proprio a costruire l a  s e r i e  espone n z i a l e  deg l i  e lementi 

d e l l  ' a l gebra } . 

I l  gruppo d i  Weyl  e '  etichettato da tre pa�ametri rea l i  C t  E R i  

C( é  C )  : l a  l egge d i  compos i z ione e '  data d a  

• 

-->, W 

come e '  ver i f ic ab i l e ne l l a rap?resenta ione (11 . 1 , 2 )  ut i l i zzan-

do la form u l a  di Becker-Cam?b e l l-Eausdor:� sempl i f icata ( 1 , 4 , 5 )  i 

l ' e lemento neutro d e l  gruppo e '  e = ( O , O )  e l ' i�verso d e l l ' e le­

mento q = ( t ,  o( )  e '  dato d a  g - ' = ( -t , - o<, ) .  

Prec is iamo ora l a  re l a z ione e s i s tente tra g l i  operatori D (  � ) 

della  (: � , 4 , 4 )  e g l i  operatori T ( t ,  � )  d e l l a  rappresentazione 

unitaria di W ( 1 1 , 1,2) . 

Fiss iamo un vettore I ...n.> ne l l o  spa z i o  d i  Fock e consideriamo 

i l  vettore ottenuto agendo su d i  esso con l ' operatore T ( t ,  't ) 

esso coincide , a  meno d i  un f attore d i  fase  con lo stato d i  

Glauber genera l i z z ato definito  n e l  § ( I , 4 ) ; sceg l iendo come 

vettore I..n. ) lo stato I O )  otceni amo , s empre a meno d e l  f atto-

re di fase mo l 't i p l icat ivo , l o stato d i  G l a uber I � )  ( 1 , 1 , 5 ) . 

Poiche ' lo stato f is ico d e l  s i scemd non d i pende d a l  f a ttore 
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di fase  avremmo ot tenuto un vettore equivalente scegliendo, 

anziche ' l'ot=-eratore T ( t , � ) un operatore del t i ?o 

i l  contributo d e l  T ( s , O )  e t  in f a t'ti semp licemente que l lo d i  

cambiare l a  f a s e  d e l  vettore I.n. > .  

S i amo ora i n  possesso d i  tutti  g l i  e l ementi  che consentono d i  

d e f ini re stati  coerent.i per t:!1 ge!1erico gruppo d i  L i e  1 1. 3 1 • 

S i a  G u n  gru990 d i  Lie arbit rario , s i a  T u na rappresent.a z i o ­

ne  unitaria  i rriduc i b i l e  di  G che agisce su uno spa z i o  d i  H i l ­

bert G.Q. ;  ricord i a mo che c io ' signif:ca che esiSte una mappa 

T da G in un gruppo D (IJt) c. GL ('X.) di trasforma z i oni l i neari à i  
• 

'J.e, t ale che : 

( ! )  

(2 ) 

( l )  

[ T  ( 9 ) ; 9  e G J  = D ('(J-e) e ioe ' s i a  sur i e t t iva 

r isma tra i due gruppi 

T ( g )  e t  u n i tario 

s i a  un omomor-

(4) 4e non ammette sottos pa z i propri invarianti ris petto a l l e  

trasform a z i o n i  di D (�) (irridu::ibi l i ta ' ) 

( 5 )  l a  mappa ; 
G x -'J<. --. '<l<ò 
( % ,l'l'� � T(t ) 1'1'> 

deve ino l t re essere ana l i t i ca . 

Sia I fo > un vettore f i s s a t o  d i  norma uni tada n e l l o  spazio  

d i  H i lbert consideriamo l
'
ins i eme ; 

(11, 1 , 3 )  
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I vettori d i  questo insieme 50no norma l i z zati essendo T una 

rappresentazion e  uni tari a , ma per poter assoc iare g l i  s t a t i  

d e l  s i s tema a i  vetto r i  d i  q u e s t o  t i �o e '  necessario introdur-

re una r e l a z ione d i  equiva l enza che f a c c i a  corrispondere u�a 

s o l a  c l as s e  a t u t t i  i vettori che d i f f er i scono d i  un f a ttore 

di fase  mo l t i p l i c a t ivo . 

Osserviamo che due e l ementi I f �  ... ) , I t�'l > de l l a  { I I , 1 , 3 }  d i f ­

f e r i s cono d i  un f attore d i  f a s e  mo l t i p l i ca t ivo s e  e $ 0 1 0  s e  

Infatti  deve e s sere 

mo l t i p l i cando a s i n i stra per T 
_. - ,  

( g , I =T ( g , 

( 1 1 . 1 , 3 1 

) s i  ha 

ed u t i l i z zando l e  propr i e t a ' ge�era l i  de l l e rappresenta z ioni 

s i  ott ie ne proprio la ( 1 1 , 1 , 3 ) . 

Ponendo 9 1- 1  g ; h  c o n s i d e r i a m o  i l  5 0 t t o i n s i e m e  d i  G 

cos t i t u i to dag l i  e lementi d e l  gruppo i l  c u i  corrisponde��e 

operatore camb ia i l  vettore I tfo ) di un s o l o  f attore d i  fase , 

lasciando quindi i nvariato l o  s tato de l s i s tema . 

� e '  u n  sottogruppo ; per d i mos�ra r l o  ver i f i chiamo l a  condiz io-

ne necessaria e s u f f i c i e n t e  

i n f a tt i 



.i.ih.) � [�(h,). � (h.)] 
l 'i'.) ' <. 1 '1' 0 >  

osserviamo anche che l a  mappa T r i 5 t r e t � a  a d  H f Q r � i s c e  una 

rappresentazione u n i d i mens i o n a l e  di H .  

Def i ni amo H " s ot.togruppo d i  s ta b i l i ta ' "  d i  I fo ) .  
Due vettori 1 lf'3'\ > ,  1 l\'1I 'l  > re l ativ i ad e l eme!1t i g.., , glo d i  G ap­

�artenenti a l l o Stesso lateral e  s i nistro di H ; 

coinci dono a meno d i  u n  f a t tore di fase 

1 1 1 , 1 , 4 )  

, ,,, (h) 
.IL ; inratti  

Ogni stato f i s i c o  coerente e '  a l lora completamente determi na-

toto da un l a t e r a l e  s i n i s tro gH d i  H. 

Introducendo l a  re l a z i one d i  equiva lenza 

Possiamo cons iderare l ' insieme quoziente G/H che ind icheremo 
� 

con G/ H=M e che c h i a meremo s p a z i o  quoz i ente del  gruppo G r i -

spetto a d  H [-12.j ; g l i  S � d t i  coerent i sono e t i c h ettab i l i  con 

punti d i H .  

Sceg l iendo un rappres e n t a t i v o  g ( x )  per ogni  punto x d i  M e 
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considerando i l  c o r r i s pondente vettore T ( g ( x ) ) I 1", ) , che 

pos s i amo i n d i c a re p i � '  brevemente con I x > , s i  o t t i ene un set 

d i  sta t i c oerent i . 

Se i l  sottogruppo d i  s t ab i l ita ' H d i  I �o ) e '  topo l ogicamen­

te c h i us o  esso e '  un sottogruppo di L i e  di G ; l o  s p a z i o  

M = G / H  e '  una varieta ' d i f f e!"enziab i l e  di c u i  G e '  i l  gruppo d i  

t r a s f o r m a z i o n i  d i  L i e  r 1 2 J  . C i o '  s i g n i f ica che e s i ste una map­

pa d i f ferenz i a b i l e  : 

t a l e  che V 9. , 9 1. E. G 

( 1 )  g , ( g � x ) = ( g j g � ) x  

(2) ex=x 

'( LP) = 'à'" C ... p 
V x e. H s i ha 

L ' azione d e l  gruppo G s u l l a  M e ' , ne 1 caso e5arei�ato,tran s i t i ­

v a  ( V x , Y E.  11, 1 9 E; G  t . c .  y = g x l  e l a  varieta ' v i e n e  d e t t a  spa­

z i o  omogeneo d i  G .  



A lge b re d i  Li e s e mi -

s e mp l i c i  c o mp l e s s e u  

I l  p r o b l e m a  d e l l a  d e f i n i z i o ne d i  u n  s e t  d i  s t a � i  c o e r e n t i  p e r  

un g en er i co g � � p p o  d i  L i e  G e '  connesso a l la pos s ib i l i ta '  d i 

avere una rappr e s e n t a z i o n e  un i t a r i a  i r r i d '.lc i b i l e  U d e l  grup-

po G s u  uno s p a z i o  d i  H i l b e r t  H , e  di poter s c e g l i e r e  in H un 

vettore c i c l ico , ta le c i oe ' che , a gendo s u  di es s o  con g li ope-

r a t o r i  d e l l a  rBppre s e n t a z i o n e  s i  o t t e n g a  tUtto H . T a l i  proprie-

ta ' d i scendono i n  m c d  o n a t u r a l e  d a l l a  S t r u t t u r a  S t e s s a  se i l  

gruppo G e '  i l  gruppo d i  L i e  d i  u � ' a lgebra d i  L i e  & s e � i s e m p l i -

c e  e comp l e s s a . Tratteremo q u i n d i i n  q u e s t o  p a r a g r a f o  i l  caso 

d i  u n a  gener i c a  a l gebra d i  L i e  C d i  q u e s t o  t i po . Og n i  a l gebra 

d i  Lie s i  deco�pone comunque n e l l a  5 0 m� a  d i r e t t a  d i  sp a z i  ve t-

t o r i a l i  C = � + ID essendo � una s o t t o a lgebra se m i se mp l ice e 

B l ' i d e a l e  m a s s i m a l e  s o l ub i l e  d i  G ( r i c o r d i a mo c h e  un s o t t o -

s p a z i o ] C C  di un ' a l ge b r a  d i  L i e  e '  un idea l e  s e  s i  ha [ l. , cr: l  c. �i 

un ' a l g e b r a  e '  s o l u b i l e  s e  e ' pos s i b i l e trovare u n  certo m 6 tNJ  

t a l e  c h e  I IS , i lS , I · · · I IS , I IS , q; ] I . . .  l j = O  I 
IYI-vol n.  

e '  d e t t a  " decompo s i z i o n e  d i  L e v i " .  [ 1 41 

ta l e  decompo s i z i o n e  

L o  s t u d i o  d e l l e  a l gebre d i  L i e  si d i v i d e  q u i n d i  i n  due sezio-

n i , un a  p e r  le a l gebre s o l ubi l i  e l ' a l tra per l e  a l gebre s e m i -

semp l i c i  l a  seconda e '  d i  m a g g i o re i n t e r e s s e  �er l e  a p p l i c a -

z i o n i  f i s i c h e , e d e '  l a  m e n o  b a n a l e  p e r  q u a nto r i g u a r d a  l a  teo-

ria d e l l e  rapp�esenta z ion i .  



E s a m i n i amo q u i n d i  a l cune propr iet a '  de l l a s t ruttura d e l l e  a l -

gebre d i  Lie s e m i s e mp l i c i  e de l l e l o r o  rappresent a z i o n i ; pe r  

l a  d i mo s t r a z ione d e l l e  propr ieta ' e n u n c i a t e  e p e r  un approfon-

d imento d i  quersto argomento s i  veda { 1 51 . 

§ ( I I , 2 . a ) : ·Struttura di A lgebre d i  L i e  semisemplici complesse-

� 
U n  a l gebra d i  Lie � s i  d iceC s e m i s emP l ic�se ess�ammette 

- -
a l cun i d e a l e  abe l iano ( una sottoa l gebra :n:: c. a; e '  detta abe l i a -

n a  s e  s i  h a  ( i
1

, i 2 1 = O 

ratter i z za z i o n e  e q u i va l e nte d i  s e m i semp l ic i t a ' u t i l i z zando l a  

nozione d i  " f orma b i l i ne a r e  d i  K i l l i n g "  cosi ' def i n i ta : 

IS d I;  --> <b. 
B C>, � ) ---> +>c ("" C'l ,<>.o\(�)) ( I I . 2 , l )  

" adQ<)" i nd i c a  l ' automor f i s mo d i  a: i:1 s e '  che assoc i a  a l  generi-

co e l e mento y a: i l  prodotto d i  L i e  I x , y j ; esso rappresenta 

l ' a lgebra su l l o s p a z i o  vetto r i a l e  d e l l ' a l gebra s t e s s a  e g l i  

e l e me n t i  d i  m a t r i c e  i n  questa rappresen t a z i one ( " agg iu:)ta " )  

sono l e  c o s t a n t i  d i  s t r u t t u r a  d e l l ' a lgebra a: . La t r a c c i a  e '  

intesa i n  questa rappre s e n t a z ione . Un ' a l gebra d i  Lie e '  sem i -

semp l i c e  s e  e s o l o  se l a  s u a  forma d i  K i l l i ng e '  n o n  degenere . 

Una s o t t o a l gebra 1HI c. q;  d i  u n ' a l gebra. d i  Lie semisemp l ice com-

pl essa e '  d e t t a  " s ottoa l gebra di C a r t a n "  se essa e '  m a s s i m a l e  

abe l i ana e se e '  c o s t u i t a  d a  e l em e n t i  h t a l i  che .-a-d ( h )  ,e ' 

diagona l i z z ab i l e  s u  � . Tutte l e  pos s i b i l i  sottoal gebre è i  Car­� 
tan hanno l a  s te s s a  d i m e n s i on e  r d e t t a  "rango d i  � " . S i a  ora 



IR'" l o  spazio dua l e  d i  lI-II, c ioe ' l ' i ns ieme d i  tutte l e  appl ica­

z ioni  ( " forme " )  l i neari  da a-n a valori in  C i una forma l ineare 

o{ €... W s i  dice " radice d i  a; "  s e  e s i s te u n  vetcore no� nu l l o  

X � Q G che s i a a u tovettore s i mu l taneo deg l i  operatori ad ( h )  

con autoval ore "" ( h )  dove h E. H i t a l e  vettore e '  detto "vettore 

di radice " . s a l vo n e l  caso  bana l e  di a l gebra � commutativa un 

t a l e  vettore deve e s is tere per i l  fatto che g l i  operatori ad ( h )  

sono d i agona l i z zabi l i  e commutano . 

Poss iamo quindi scr ivere : 

( 1 1 , 2 , 2 1  

Ind i ch i amo con a; �  l ' i n s ieme deg l i  autovettori cor�is90ndenti 

a l l a  radice ti( e con R e.  H'" l ' ins ieme d i  tutte le radici non 

nul le d i  ca .  

G� e '  un sotto s pa z i o  vetto r i a l e  d i  � ed e '  detto " Sottospazio 

di radice associ ato a l l a  rad ice � " i l o spazio corri s pondente 

a l l a  radice nu l l a  coincide  con l a  sotto a l gebra di Cartan H ed 

ha quindi d i mensione pari a l  rango di a , g l i  spa z i  corri s pon­

denti a radici  non nu l l e hanno invece tutti d i mens ione l e G 

puo ' essere decomposto come somma d i retta di questi sottospa­

zi d i  radice e d e l l e  sottoa l gebre d i  Cartan : 

( 1 1 , 2 , 3 1 

Per descrivere adeguatamente l a  5 � ruttura d i  � s i  devono ri­

cordare a l cune proprie ta ' d e l l  ' ins ieme R d e l l e  rad i c i .  

i )  S e  <'( e. .IH1" e '  una  radice a l l ora anche - CII! l o  e t , e  le u niche 

radici m u l t i p l e  d i  � sono O , ± � .  



i i )  Se x q e d  x� sono i vettori di radice a s s o c i a t i  rispet­

t ivamente a l l e  radi c i  O( e � e s e  i l  loro prodotto d i  Lie 

[X� , x �  l e '  non nu l l o, a l l ora ques t ' u l t imo e '  un vettore 

di r a d i c e  r e l a t ivo a d  O( + �  ; s i s c r ivera ' q u i n à i  

I I I , 2 , 4 )  

e n e l  c a s o  p a r t i c o l are i n  c u i  �+[>  = 0  

i i i )  Con l ' i ns i eme d e l l e  rad i c i  s i  puo ' generare uno s p a z i o  

vettor i a l e  e u c l i d e o .  

L a  forma d i  K i l l ing c h e  e '  n o n  degenere i n  , ( pe r  l a  s e m isem-

p l i c i t a ' )  e '  non degenere anche i n  !Hli a l lora,se � � �  e '  una 

qua l s i a s i  forma l i neare s u  � e s i s t e  un unico e l eme�to 

tale che 

III,2,5) 

in part i c o l a r e  p os s i amo a s s oc i a re ad ogni radice 

un vettore h cri, • 

Cons ideri amo l ' ins ieme de l l e comb i n a z i o n i  l i � e a r i  a c oe f f i -

cienti rea l i  deg l i  h e:(  cos i '  d e f i n i t i  ed i n d i c h i a mo con DR 

tale s p a z i o  vettor i a l e ' re a l e . La d i mensione d i  HI� coincide 

con la  d i me n s i o n e  di  � sui c o mp l e s s i : c io '  s ig n i f i c a  quindi 

che e s i s t o no a l meno r ve t t o r i  di  t i po h o( che c o s t i t u iscono 

una base per Hl e q u i n d i  anche r r a d i c i  ai E. R  che sono una ba-

se pe r !Hl" .  



3 '1  

La forma d i  K i l l i n g  r i st r e t t a  ad "II. a s s ume v a l o r i  re a l i  ed 

e t  d e f in ita pos i t i v a . se a l lora c o n s i d e ri amo l ' ins i eme R Q d e l -

l e  comb i n a z i o n i  rea l i  d e l le rad i c i  esso e '  uno s p a z i o  vetto-

r i a l e  d i  d i me n s ione rea l e  r ; su e s so e t  pos s i b i l e  assegnare 
" 

un prodotto s c a l a r e  come segue se p ,  v IS R e  liU" d e f i n i remo 

( I L2,6 ) 

dove i vettori h r  , h  ..... Sono a s s o c i a ti a l l e forme .... , v  i n  ba­

s e  a l l a  ( I 1, 2 , 5) . 

T a l i vettori. s t a nno i n o l t r e  i n  lI-iI ut  ,e c i o '  compsta che l a  

( 1 1 , 2 , 6 )  d e f i n i sce un prodotto s c a l are i n  R � , d e f i n i t o  pos i ­

t i vo,e qu i n d i  c h e  R IR e '  uno s p a z i o  e u c l ideo . 

iv) E '  pos s i b i l e  i ntrodurre i n  R� un o r d i n a mento,detto " o r-

d i n e  l e x i c o - g ra f ic o "  come segue f i s s a ta una base ordinata 

J 

i n  R 'R. i vettori d i  R 1R 
sono rappresentab i l i  come n-pIe 

d i  numer i  rea l i  c h e  c o s t i  t u  icono l e  loro coordinate r i -

spetto a l l a  b a se assegnata : di remo a l l o r a  che � = ( � l ' · ·  ' � r ) 

che appartiene ad R 12 e '  maggi ore d i  v = ( � , . .  , � )  � R 6" 

e s c r iveremo � ) v , s e  l a  p r i ma componente non nul l a  d e l -

l a  loro d i f f e renza e '  pos i t i v a  

l =  1. , 2, . . , k  

I n  v i r tu '  d i  questo o r d i namento potremo p a r l a re i n  R C. RJR 

d i  rad i c i  " po s i t i v e "  O �+ )  o " ne g a t i v e "  ( R- ) . n. a decompo s i -

z io n e  ( I I / 2 , .3 )  pUO ' a l l ora e s sere pos t a  n e l l a  forma : 
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!-li <Il a;; ' @ a:, - I I I , 2 , l . b l  

�-. /El ar -' 
oI€ Rt" 

G l i  spaz.i vettori a l i  � + e � sono sotto a lgebre n i l poten-

ti di � per l e  equazioni ( 1 1 , 2 , 4 ) . 

v) E '  pos s ib i l e  ind ividuare a l cune radici  posit ive che non 

possono e s sere scritte come somma ( a  coe f f i c ient i pos i t i -

v i )  d i  a l tre radici pos i t ive ; e s s e  sono dette radici  " sem-

p i l e i "  e corrispondono a vettori d i  radice pos itiva nen 

ottenib i l i  come prodotti d i  Lie d i  a ltri  vettori di ra-

dice positiva . s e  r e '  i l  rango di � es istono esattamente 

r radici  s e mp l ici pos itive Cii E: R  c. Hl- 1=1 , . . .  , r  

che costituiscono una base per R ; 5 e ino l tre � I!: a* e '  

un ' arbi traria  radice d i  � essa s i  scr ive , i n modo unico,  

come combinaz ione l i neare d e l l e  radici  semp l ic i  posit ive , 

con coe f f i c ienti  interi  e concordi 

( 1 1 , 2 , 7 ) 

L ' insieme de l l e  rad i c i  semp l ic i  pos i t ive s ara ' ind icato 

con R S -

vi) A part i re d a l l e  rad i c i  semplici  pos i t ive possi amo deter-

minare un i n s ieme d i  generatori per l ' a l gebra � tra i 

qua l i  e s i s tono semp l i c i  rego l e  d i  mo l t i p l icazione di Lie _ 

S i a  i n f a t t i  o( � 6  R una radice s e m p l i c e  pos i tiva ; ad essa 

associamo tre vettori i n  � i n  questo modo 

definito d a l la ( 1 1 , 2 , 5 ) , X tE ç- , vettori _ 01.-
di radice q u a l s iasi  corri spondenti ad � _ _  Consi derando , 

/ 



4 1  

l e  v a r i e  terne ( h j• , x o/ ' , xoI ' ) a l  v a r i are d i  O< j  é R.s , Co-
"' , , - .  

s t r u i a m o  l a  " b a s e  d i  Cheva l l e y "  d i  G come s e g ue 

O ' _ �, -

( I I , 2,8 . a l  
-0/' 2 ><  ,p '  f� ", - <>t, é u,  ( 1 1 , 2 , 8 . b l  (�, '  ., ) �(x< .. , '.,') 

P e r  quesci, e l e m e n t i  va l g o r. o  l e  seguenti r e g o l e  d i  mo l t i -

p l i c a z i o n e  : 

[.t .. : ' +i 1 = ��} 1...-,,: 
[-1....:, � J = "0' -'-j 

( I I , 2 , 9 . a l  

( I I , 2 , 9 . b l  

( i n  t a l i  f o r m u l e  non s i  d e v e  sommare r i s p e t t o  a g l i  i n d i -

c i  r i pe t u t i )  i g l 1  e l e m e n t i  A ;j c o s t i t u i s c o n o  una m a t r i c e  

d e t t a  " m a t r i c e  d i  Ca r t an " e d  i l  loro v a l o r e  e '  d a t o  da : 

A . . IJ '::; - Q. (01;,01)' ) 
("" ' ,�;) 

c h e  e t  u n  numero i n t e r o  p e r  tu�te l e  copp�e d i  r a d i c i  

s e mp l i c i  Cf; , clJ . 

La m a t r i c e  d i  C a r t a n  d e t e r m i n a  u n i vo c a me n � e  l a  struttura 

d e l l  ' a lgebra di L i e  se m i s e m p l i c e  G .  

S u c c e s s i v a m e n t e  i n d i cheremo s e m pre c o n  e tt , f(!o r i s pettiva­

mente i vettor i  d i  radice pos i t i v a  (o() o neg a t i v a  ( - B )  

n e r a t i  per prodotto d i  L i e  d a g l i  e l ement i de l l a  ba se d i  

chev a l l e y . Es s i  i n d i v i d u ano t u t t i  i poss ib i l i s p a z i  d i  

r a d i c i  e c o s t i t u i scono una b a s e  ( ne l  senso d eg l i  spa z i  

vetto r i a l i )  p e r  14- 1"  e p e r �
-

§ ( I I , 2 _ b )  : wRappresentazione di A l gebre d i  Lie se misemplici 

complesse-

C o n s i d e r i a m o  una rappres e n t a z i o n e  � d e l l ' a l ge b r a  � s e m i s e m -

/ 



4 2  

p l ice comp les sa. s u  uno spa z i o  vettor iale V d i  d i mens ione f i n i -

t a ; c io ' s i g n i f ica che e s i s t e  una mappa c h e  a d  og�i e l emento 

a E G- de l l ' a l gebra fa corri spondere un ' operatore l i neare T ( a )  

che a g i sc e  s u l l o  spazio  V , che t a l e  corrispondenza e t  l ineare 

( r i spetto a l l e  s trutture di spazio  vettcrla l e  di � e di V) e 

che associa a l  prodotto d i  Lie [ a , b ]  d i  due e l ereenti arbitra-

ri d e l l ' a l gebra i l  commutatore [ T ( a ) , T ( b l j = T { a ) T ( b ) -T { b l T ( a )  

tra g l i  opera�ori corrispondenti ( i l proèo�to deg l i  operatori 

e '  ovviamente à e f in ito in una data base d a l  prodotto tra l e  

matrici che rappresentano g l i  operatori ) . 

Se H e '  una sottoa l gebra d i  Cartan , e  quindi  abe l i ana , le matri-

c i  T ( a )  con a € I}O  sono s i m u l taneamente diagona l i zzabi 1 i  su V .  

Esisteranno q"J. indi  dei vettori v r E. V  t a l i  che , pe r  ogni e l e­

mento h €: !HI  si ha : 

1 1 1 , 2 , 1 0 1  
essendo IJ e ll-D- una forma l i neare definita  s u  ti-fT. Pe!:' ogni forma 

l.I l ' ins ieme dei vettori v I-"  per i qua l i  va l e  l a  ( :!1 , 2 , 1 0 )  e '  

un sottospa z i o  vettoria l e  d i  V che pcss ia �o i nd i care con v P 

nel  caso i n  c�i esso non s i  riduca a l  s o � o  vettcye n u l l o  

( V " . [ Q. J  l a  forma l i neare � viene detta "peso de l l a  rappre-

sentaz ione " , e  i vettori v· "vettori di peso fJ " . Una rappresen­� 
taz ione d i  � su uno spazio  d i  d i mensione f i n ita ammette a l meno 

un peso IJ .  

Di notevo l e  ioportanza e '  i l  modo in cui  g l i  e l ementi d i  � 

agiscono s ug l i  s p a z i  v +-' :  s e  x e>t  E �<oC e '  un vettore d i  radice 

/ 



4 3  

di li- a ssoc i a to a lla r a di c e  Of E  R , l a sua a zi one su un v e ttore 

di peso v ... e v da ' luog o a d  un v e tt ore n ul l o , Q  a d  un a lt r o  

vet tore d i  peso, a s soc i a t o  a l  peso lJ + oI.. €. ìHI'*" in generale p o-

tre m o  quin di sc rivere : 

( I I,2, l l )  

U n  ve ttore vA e v si dice " v e ttore d i  peso m a s simo" se À e '  

il ma ssim o  de i pesi d e ll a  rap p re se n c d z ione r i sp e t t o  a ll' ordi-

ne l ex i c o- g r a f ic o  in � que sto imp l  1ed che v..{ e '  3nnichi lato 

da qua lsi a si v e t to re è i  ra dice pcsi ti v a  

(1r,2, 1 2 )  

c on dizione suff icie nte e '  ovviame nte c he sia a nn i c h ila t o  da l -

le ra di c i  se mp li c i ; ric h i e deremo inoltre , perche' v
..I 

sia " di 

peso ma ssima " , che e sso sia c i c lic o, c i oe '  

i n  ta l c a so si dice che À e; lHl' e '  il " p e so ma ssi mo" de lla rap-

prese n t a zi one. Se A E:.  'Q-{}*- e '  il peso ma ssimo de lla rappresenta­

z ione . a llora i l  S ottospa z i o  vA e '  un id imen si ona le , e d  ogni 

a ltro p e so � de l l a  rappresenta z i one pUO ' e ssere scr itto ne lla 

f orma 

e ssend o m .  n u m e ri � interi e n on ne g a tiv i 

( I I ,2,1 3 )  

lo spa zi o de lla rap-

pre se n ta z i one si dec ompone i n olt re in somma diret ta de i sotto-

spa zi v r  : 

(II, 2 , 1 4 )  
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chi ameremo questa rappresentazione d i  G " r a ppresentaz ione di 

peso m a s s i mo A .. e l a  indicheremo con � l a  c i c l i c i ta ' 

d e l  vettore d i  peso massimo i m p l ica  l ' i r r iducib i l i t a '  de l l a 

rappresentaz ione , i no l tre s i  d i mostra che tutte l e  rappresenta­

z ioni  i r r iduc i b i l i  sono d i  peso massimo . 

S i  d i mostra anche che lJ é  tu" e '  un peso d e l l a  rappresentazione 

se e s o l o  se � ( h gC) = ( lJ , hoi )  e '  un numero i ntero per qua l s i a s i  

radice o( di R ; e s s o  ino l 'tre e '  un peso mass imo se e s o l o  se (�Il-..�;) 
e '  non negativo per tutte le radici  semp l ic i  e quind� per tut-

te le radici  pos i t ive 

). p&50 max ( I 1 . 2 , 1 5 1  

per l e  radici nega.tive s i  avra ' ovviamente ( ti.  ,. � \ < o  I i n  

virtu ' d e l  f at t o  che O I (b , -/-' sono tutte e s o l e  l e  rad i c i  m u l ­

tiple  d i  i'-' 

§ ( I I . 2 _ c )  : · Sottogruppo di stab i l i t a '  per i l  vettore di peso 

massimo· 

Sia T À (It-) l a  rappresentazione i :::-riduc i b i l e  di ç. associata 

a l  peso massimo ..( �  lIiI* . vo g l i a mo co::sièerare l a  poss ibil ita ' d i  

definire u n  s e t  d i  s t a t i  coerent i  assoc iato a questa rappre­

sentaz ione irriducib i l e i 8  t a l  f i ne sceg l i eremo come vettore 

di partenza i l  vettore v) d i  peso massimo ; questa s c e l ta e '  

dovuta a l  fatto che t a l e  vettore e '  c i c l ico per l a  rappresenta­

z ione T"A ( G ) . 

E '  necessario quindi  determi nare l a  sottoa l gebra $ d i  � corri­

spondente a l  gruppo d i  s tab i l i t a '  d e l  vettore d i  peso mass imo . 

/ 



Ricerchiamo g l i  e l ementi d i  � che ann i ch i l ano v...{ , 0  che hanno 

VA come/autovettore l ' espone n z i a z ione di t a l i  e l ementi d a '  

l uogo ad operato r i  che t � f ormano i l  vettore vA so lamente per 

un fatto r e  mo l t i p l ic a tivo . 

Per  l a  d e f i n i z ione d i  vettore peso de l l a  rappresentaz i one 

( 1 1 , 2 , 1 0 )  g l i  e l ementi de l l a  sottoa l gebra H di Carta n sono 

d iagonal i  su vA 

Essendo inol tre � i l  peso m a s s i ma , i  vettori d i  radice pos i -

t iva X (( 6 4ì-+ annichi l a no vA ( 1 1 , 2 , 1 2 )  

Anche a lcuni vet tori  d i  raèice assoc i a t i  a rad i c i  negat i ve 

potrebbero comunque annich i l ar e  i l  vettore d i  peso mass imo . 

Se i n  fatti  I( E &- e '  un vettore d i  radice corrispondente a l ­-. 
l a  radic e negativa - C\ , l ' operatore corrispondente T ( x _J )  app l i -

cato iterativamente a l  vettore vA d a '  orig ine ad una serie  

di vettor i  peso corrispond e r. t i  a l l e  rad i c i  � :: À -k« 

(essendo k i l  numero di volte che T ( x_ � ) e '  stato app l i c a t o )  

tale serie  s i  arresta quando s i  otti ene u n  vettore nul l o .  

Se p e '  l'intero per cui s i  h a  
p T4 (X_oI) v-, 4 o 

al lora l a  " l unghe z z a �  p de l l a  s e r i e  e '  data da l l a re l a zione 

C'" cl) ( I 1 , 2 , 1 6 1  

I 
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E '  evidente che X _ do  ( O[ €. R + ) a n n i c h i l a  v", se e s o l o  s e  l a  

s e r i e  ha lunghezza n u l l a :  c i o ' avviene , � n base a l l a  

( I I , 2 , 1 6 ) , se e s o l o  s e  l a  r a d ice o< e' ortogcn a : e  a l  pe�o ) 

( c i oe ' ( ).  , o(  ) = 0 )  _ S f ruttando questa prop r i e ta ' r i usciamo a 

completare l a  determ i n a z ione de l l a sottoa l gebra S d e l  ve�tore 

di peso massimo . osserv i a mo dapprima  che l e  rad i c i  ortagon a l i  

a l  peso ma s s i mo sono tutte e s o l e  que l l e  ottenute come combi-

nazioni l i nea r i  ( a  coefficienti concord i )  d i  radici  5e�?l ici 

ortagon a l i  : i n f a t t i , pe r  d e ! i n izione d i  prodotte sca l a re i n  

R IR ( I  I , 2 , 6 )  , s i  ha che : 

( I:!: . 2 , 1 7 )  

Se � e '  una r a d i ce qua l s i a s i  e s s a  pUO' e s s ere scri tta come 

combinaz ione l ineare di r a d ici semp l ic i  pos i t i v e ,  con ccef f i -

c ienti interi e concordi ( I I , 2 , 7 1 . A  queste radici ccrr i s?onde 

un vettore h
f>

€:. H che pos s iamo e .s ? r ime:-e n e l l a  base hai 

segue 

come 

per determinare i c oeffic i e n t i  c� de l l o  s v i l uppc c o � s i deriamo 

i l  prodotto sca l a r e  tra ve tto ri h � , h d, d e f i n i t i  d a l l a  ( 1 1 , 2 , 5 )  

" 
B (i .. . , h.�. ) = ( � , o(.) � � (,-�;) � � (', , 01)' (k� .) ,- J=' I l  

D ' a l tra parte , sfruttando lo s v i luppo d i  h
� 

de l l a  forma d i  K i l l i ng 

e la b i l i n e arita ' 

B Ch.�,h. ;)= " (t,c.J'"-'j ' "'- , . ) = �, "-j r:, C\....J ,h  ... ) 

I 

/'-� cJ' ':; '  (,-,, ) J.:i J ' 
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Confronta!1do l e  due espress io:1i e ricordando che 8 e '  non de-

genere osserviamo che i c oe f f i c ienti  d e l l o  s v i l u ppo di h� 
s u l l a  base de l l e hql' coinc idono con i c oe f f ic ienti d i  � ri-, 
spetto a l l e radici  semp l i c i : per t a l e  motivo l a  comb i n a z i one 

l ineare che definisce  h� 
L ' espre s s ione ( I I , 2 , 1 7 )  

ha coef f i c ienti concord i .  

d e l  prodotto s c a l are e '  a l l ora 

( I 1 , 2 , 1 70 

ricord i a mo c h e  i l  peso ma s s i mo À ha pro i e z ione pos i t iva s u  

tutte l e  r a d i c i  semp l i c i  ( 1 ! , 2 , 1 5 )  essendo i n o l tre i c0e f f i -

c ienti p� concordi l a  ( I I , 2 , 'l7b) s i  ann u l l a  s e  e solo s e  50-

no nul l i  tutti g l i  adde nd i (!I..,: ( ..A. )  rXi, ) : e '  a l lora ovvio che 

le uniche rad i c i  semp l i c i  che possono comparire ne l l ' espress i o-

ne di � sono que l l e  ortogo!1 a l i  a À . 

' Indichi a mo cor. ( R S )o e con ( R S )'l. i sotto i n s i emi de l le rad i-

ci semp l ic i  pos i t ive r i s pett ivamente ortogo na l i  e n o n  ortogo-

na l i  a peso massimo ; 

(R,)o � 1o/,6R, [-l, oI,)= 03 
(R, ), = lc<,el?.< (A,o<,) 4-° � 

( I L 2 , l a a )  

( I L 2 , l S b )  

I n  sostanza i vettori rad i ce X _(b € �-ro 
d i  rad i c i  negat ive che 

annichi lano il vettore di peso mass imo sono tutti e s o l i  que l -

l i  associati  a rad i c i  ( negative ) " generate" d a l le rad i c i  sem-

p l ic i  di ( R ,!: ) �  

Considereremo quindi i l  sottospa z i o  d i  ""- cos t i tu ito 

da comb inazioni l i neari di  t a l i  vettori radice ; esso e '  una 

sottoalgebra di G-- . Se i n f a t t i  x , x  b sono vettori d i  (a:.- )0 - !ti  - r  
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c ioe' se ( À , B ) :: (  J , "( l :: O , a l l o r a  anche i l  prodotto d i  Lie 

[ x_� , X_t ] s t a  i n  (Gr )0 ; questo perche' esso o e t  n u l l o , o  e' 

un vettore d i  r a d ice a s s o c i a t a  a - ( f3 + '( ) ( 1 1 , 2 , 4 ) e , per la 

b i l inearita' d e l  prodotto s c alare , a nche � + y  e' ortogonale 

a A , 

La sottoalgebra ( a;.- )0 c o i ncide ovv i a mente con l a  sottoalge-

bra generata per somma d i  vectori o per prodotco d i  Lie , d a i  

vettori f ( I I , 2 , Sb )  de l l a  b a s e  d i  Cheva l l ey , corrispondenti a 

radici s e mp l i c i  ortogon a l i  a l  peso m a s s imo 

La sottoalgebra ç e t  a l l o r a : 

I 1 L 2 , 1 9 1  

Potremo qu i nd i  s c r ivere : 

1T (x) E <l' 1 1 1 , 2 , 2 0 1  

( l a  mappa pUO ' e s s e re cons iderata una rappresenta z i one uni-

dimensiona l e  d i  $ s u l  c a mpo comp l e s s o ) .  

La S e' e f f et t ivamente una sottoa lgebra d i  � , I n f a t t i  ognuno 

dei tre i n s i e m i  r:fl,G;-, ( � - )0 l o  e' , ed i n  p a r t i c o l are e '  ar.che 

uno spazio vettor i a l e  : l a  somma d i retta $ e' qu i n d i  ovviamen-

te uno s p a z i o  vettor i a l e .  

Per quanto riguarda i l  prodotto d i  Lie pos s i amo a f f e rmare : 

i l  c. 1 tS:- - lo l ' I  

Bastera' v e r i f icare l e  re l azioni ( * )  s u i  vettori e «  , f� 

ottenuti come prodotti d i  L i e  d e i  vettori d e l l a  base d i  

Cheva l l ey ( I I , 2 , 8 )  poiChe' e s s i  cos t i t u i s cono una base 



i i )  

+ 
per � e �- i d ' a l tro canto e s s i  sono vettori d i  radice . 

c i o e ' autovettori deg l i oper a t o r i  a d (�) 

e q u i nd i l a  ( * )  e '  bana l rr:ente ve r i :E ica�a . 

Anche i n  questo c a s o  e t  s u f f i c iente e s a m i nare i prod o t t i  

d i  L i e  d e l  t i p o  [ eol , .f� J . Se c/. + r-- = 0  ( c io e ' r- = - Cl{ )  s i  

[e .. , fot ] €  lHI C $  ; s e  O(+�  # 0  i c a s i  pos s i b i � :  50::0 aue 

( eOl , f� l = o e s  , oppure per l a  ( 1 1 , 1 , 4 )  [eo/ , f/,-, J =x "'_r -

ha 

Se ç( -� e '  una r a d i c e  Po s i 'C i va , x c(_ (l(b.1- C. $. i se invece 

o( _ \-,  e t  una l"adice negat: i vò b a s ::era ' ver i f ':' c a re che i l  

prodotto s c a l are c o n  ..l e '  n u l l o ; per l a  l ineari ::a ' d e l  

prodotto s c a l are avremo 

s i  e '  s f ruttato i l  f a c t o  che (3, e t  ortogona l e  a A  e 

l ' e q u a z ione ( I I , 2 , 1 5 )  _ D ' a l t ro ca:: t o , se l a  d i s uguag l :" a r. : a  

v a l e s s e  i n  s e n s o  stretto .01. - (1:>  s a rebbe una radice pC.3 i t i -

va contro l ' i potes i , deve q u i n d i  e 5 s e �e 

c;:'.!esto comporta c he xo\_� = [ €d , fil ]  ti (�- )0 C 'S .  

Essendo q u i n d i  $ c h i uso r i s petto a l  prodo � t o  d i  Lie e s s o  e '  

effettivamente una sottoalgebra d i  L i e  d i  � ; d a l l a  d i mos�ra-

z ione segue anche che esso e '  g e � e r a to d a i  v e t t o r i  d i  rad � ce 

assoc i a t i  d tutte e s o l e  l e  rad i c i  che hanno pro i e z ione non 

negativa s u l  peso m a s s i mo , ta l i  c ioe ' c�e : 

C-l , o(i )  � O 



';0 

N e l  ca so parti col a re i n  cui (G - )0 :. {Q l  , ci oe '  n e s s un v ettore x _  .... 

corr i s p ondente a rad i ci negative a n n i ch i la � , l a  s o t t oa l gebra 

S coinc ide con l a  cosiddetta " s o t to a l gebra d i  Bore l "  

i n  base a l l e propr i e ta ' d imos�rate precedentemente questo av-

viene qua n d o  i l  peso massimo non e t  ortogon a l e  a d  a l c u n a  ra-

d i ce semp l i ce pos i t iva . 

C onsi d e r i a m o  ora i g ruppi è :  L i e  co�nessi G e d  S gener a t i  da l -

l e  a l gebre C e d  S t ra m i te l a  mappa es?one n z i a l e  

exp ; � � G 

i l  gruppo S e t  un 50ttogruppo d i  L ; o di G [ i 2 }  che corrispcn-

de esattame nte a l  sottogruppc d i  s t ab i i i t a ' per i l  vettc�e v 

I n  term i n i  d i  rappresentaz: o n i  d e l  g � uppo G , ehe i n d i c h e re m o  

ancora con T ;,  , l a matrice a s so c i a t a  ad un e l emento 9 del 

gruppo si ottiene per e s p o�e� z i a z ione de l l a  matrice c orrisp o " n -

dente a l l ' e l emento d e l l 'a lgebra a s s oc i a to a g ; cioe' s e  

g = exp ( a )  , c on a €. 1!Ir  e se T.,« ( a )  e '  l a  ma tr i ce rappre s e n t d ':. i v a  

di a � i  p u o '  sc r i vere 
00 
L; .) 
k...--o kl, 

Per quanto r i g u a r d a  i l  s o t togruppo d i  s t ab i l i ta '  5 potre�o 

af fermare che : se 5 = exp ( x )  C 0 n  x e S  ( c i oe ' S E.  5 )  s i  otti e-

ne , o�erando sul vettore di peso massimo 
• 

v .... ::. 

1 1 1 , 2 , 2 1 1  

d ove si e '  uti lizzata l a  ( ! I , 2 , 2 0 ) . 



Poss iamo quindi a f fermare che ogni e lemento d e l  sottogruppo 

d i  s t ab i l i ta '  S agi sce su � come un fattore mo l t i p l icativo . 

§ ( I I , 2 . d l : �Costruzione del s e t  d i  Stati Coerenti -

P o i c he ' l o  spazio  vetto r i a l e  comp l e s s o  V de l l a  rappresenta z i o -

n e  i r r i d uc i b i l e  T A  ha d i mensione f i nita , esso puo ' e s s e re d o ­

tato, essendo i s omorfo a tI. "" ( n  = d i m  V 6 tH1) d i �ln prodot�o sca-

lare , che l o  rende uno spa z i o d i  H i l b e r t . U t i l i z zere�o qui�d i ,  

d ' ora i n poi , l a notaz ione d i  D i rac p e r  rappre senta r e  g l i  sta-

ti assoc iati  ai vetto r i  d i  V e g l i  ope r a t o r i  agenti su t a l i  

vettor i .  Indicheremo quindi  per esempio con I .t ,  t' ) l o  s t a t o  

associato a l  vet�ore peso d e l la r�ppresenta z ione ccnsiderat a ,  

essendo J. i l  peso massimo e � = A un qua l s i a s i  

peso i i l  vettore d i  peso mas s i mo vA corrisponde a l l o  stato 

l À ,  J. ) . T a l e  notaz ione , an a l og a  a q ue l l a ut i l i z z ata s o l itamen-

te per g l i  autostati d e l l ' op e r a t o r e  momento angol are , consente 

d i  porre in e v i d e n z a  la rappr e s e n t a z i o ne irriduc ibi l e  a l la 

qua le c i  s i  sta r i f e r e nd o ,  e s s endo q u e s t ' u l t i ma ind i v idua ta 

univoc a mente d a l  peso m a s s i m o  i os serviamo pero ' che i n  q u e -

Sto c a s o  s i a ). che � non sono dei numeri md d e l l e  forme l i -

nea r i  d e f i nite s u l l a  s o t toa l gebra d i  C a r t a  n �. 

S ia ora A "  ( g " G  t . c .  ( A  , A  I T ( g l l ,l , A > , 0 1 .  

Per g l i  e l ementi d i  t a l e  insieme possiamo de f in i re g l i  stati  

coerenti come segue 

( I I , 2 , 2 2 a )  



Ta l e  d e f i n i z i o n e  d i pende s o l o  d a l l a  c l a s s e  l a tera l e  g 5 , e  n o n  

d a l  pa rt i co l are rappresentante g in e s s a  s c e l to ; s e  i n f a t t i  

g '  E- gS , c i o e ' s e  g '  = g s  c c n  s e S  p o s s i amo s c r i v e r e  

l '}' > = _T. (�'tA,A) _ 

<"",A I T{� ' )  I-U) 
T. ('l ) T ... (5) I A ,.-0 

<'-<, A,  <;'(0 7« ') l ''', A >  
Ut i l i z z a ndo i n o l t r e  i l  f a t t.o che I .A , A >  c o r r i sponde a l  ve t-

tore v� d i  peso m a s s i m o  e s f r u t t a n d o  l a  prop r i e t a ' ( 1 1 , 2 / 2 1  

e � l i nearita ' d e l  p�odotto s c a l a re e d e g l i  ope ra t o r i  s i  o t -

t i e ne 

( I I , 2 , 2 2 0 1  

Co s i ' f ac e n d o  a s s o c i a m o  uno s t a t o  coerente a d  o g n i  punto d e l -

l o  spaz i o  omogeneo q u o z i e n te G / S / i n accordo c o n  l a  d e f i n i z i o-

ne genera l e  d i  s t a e i  c o e r e n t i . Osserviamo i � o l tre c h e  poi c h e ' 

i l  sottogruppo S d i  G c o n t i e n e  i l  c o s i d d e t t o  sottogruppo d i  

Borel a = e x p ( B )  generato d a l l a  s o t t o a l g e�ra � = 00 e G 

esso e '  un s o t t o g r uppo � p a r a bo l i c o " / l o s pa z i o  q u o z i e n t e  G / S  

e '  compatto [ 16 1 . 

Per i n d i v i d u a r e  i n  mcèo u n i v o c o  l e  c o o r d i n a � e  s u  G / 3  da a s s o -

ciare a l l o s t a to c o e r e n t e  I g >  c onv i e ne u t i l i z z a r e  a l cune d e -

compos i z ioni d e l  gruppo G c h e  possono e s s e r e  a p p l i c a t e i n  c a -

s i  s u f f i c i entemente g e n e r a l i ; p e r  i g r u p p i  d i  L i e  s e m i semp l i -

c i  comp l e s s i  pUO ' e s s e r e  s f r u t t a t a  l a  " d ecompos i z i o ne d i  

Gauss " [ 1 5 ) . 
...----- � 

Nel caso i n  c u i  G s i a  i l  gruppo l i ne a re gene r a l�� un 



suo sottogruppo c l a s s ico qua l s i as i / t a l e  decompo s i z ione viene 

. m 
fatta come segue . S ce l ta una base 1 n  � ( ovvi amente s i  pren-

dera ' l a  base c a no n i c a )  pos s i amo rappresentare ogni e l emento 

g E G del gruppo coti s iderato con una matrice quadrata (nxn) in-

vert ib i l e . D i remo a l l o ra che 9 E G e '  un " e l emento rego l a r e "  se , 

def i nendo : 

( '3" <;" . . LlJ« �)� J.A- 'à�, ��, . .  

q", "h.l. 
k �  1.., . .  , M  

i l  mi nore princ i pa l e  d i  o r d i n e  k d e l l a  mat r i c e  associata a g ,  

s i  ha : 

k :;; ..J. I • • •  , """ 

l ' ins ieme G � d e g l i  e l eme�ti  rego l a r i  d i  G e '  connes s o , òperto 

ed ovunque denso in G , mentre i l  suo c o m p l e m e ntare G-G � ha 

dimens ione i n f e r i ore ris petto a l l a  d i me n s i o n e  d i  G [ 1 5 , pa9' - 2 7 0 1  

Per g l i  e l ementi g �  G
� 

va l e  l a  seguente " decompo s i z i one d i  

Gaus s "  

I I I , 2 , 2 J )  

essendo Z + ( Z - )  ed H i sottog ruppi di G cos t i t u i t i  r i s pe t t i v a -

mente da  m atr i c i  tr i ango l a r i  a lte (basse)  a v e n t i  e l ementi  à i a-

gona l i  ugu a l i  ad l , e da matrici  d i agonal i  t a l e  decomp o s i zio-

ne e '  unica . 



E '  i n o l t re poss i b i le s c e g l i e r e  una base ne l lo s p a z i o  de l l a  

rappresentaz ione i n  modo t a l e  che G C. A 
"'� 

, qu i ndi l a  decompo-

s i z i one d i  Gauss e t  app l i c a b i l e  a t u t t i  g l i  e leme�ti g 

per i q ua l i  s i  puo ' d e f i n i re l o  stato coerente ( 1 I , 2 , 2 2 a ) .  

Osservi a mo pero ' che G-A c G-G "'q 
e pertanto l t i nsieme G-A , s u 

cui  s i  pOS sono d e f i n i r e  g l i  s t a t i  coerenti I g > , ha d i me�sione 

m i nore di G .  

Ne l cas o d i  G g e ne r ico gruppo d i  L i e  s e m i s e m p l i c e  comp l e sso 

v a l e  una decompo s i z ione ana l oga a l l a  ( 1 1 , 2 , 2 3 )  per un sotto-

i n s i eme G� ape rt o conne s s o  ed ovunque d e nSO in G i sotto-

gruppi corrispondenti Z - , Z + , H  po ssono essere pos t i , i n una op-

portuna rapprese n t a z io n e ,  n e l  l a  f orm a  data per i l  ca so d i  

GL ( n , t )  e de i s u o i  sottogruppi c l a s s ic i .  

Poss iamo associ are i sottog ruppi Z - , Z + , H  ad a l c une so�toa l ge-

bre di � g i a '  introdotte precedentemente consideri amo i n f a t -

ti  l a  decompos i z i o ne ( I I , 2 , 3 b) de l l ' a l gebra � : 

� 
e '  poss i b i l e s c e g l iere una b a s e  ir. � i n modo t a l e  che l e  ma-

trici (nxn) che rappresentano g l i  e l ementi  di O{l, a;. 4' , I$. - s i a no ri-

spettivame n te d i a gona l i  e t r i ango l a r i  a l te e b a s s e  cc� e lemen-

ti d i agona li n u l l i .  

Poiche ' inoltre i l  prodotto d i  matr i c i  d i agona l i  e '  d i agona l e , 

e i l  prodotto d i  m a t r i c i  t r i an g o l a r i  e '  t r i a n g o l a re d e l l o  s ces -

so tipo ( e d  avend o s i  zero s u l l a  d i agon a l e  i n  questo c a s o  sono 

anche matr i c i  n i l pote n t i l i n  questa particol are rappresentaz io-



ne i sottogruppi di Lie  as soc i a t i  tramite l a  " mappa esponen-

z i a l e "  a l le sottoa l gebre \HI, G f" , l$-- sono l e  parti connesse con 

l ' ident i t a ' d i  H , Z f" , z - e coincidono e s a ttamente con questi 

u l t i m i  nel caso in cui il  gruppo G d i  par�enza s i a  conne s s o ,  

si  potra ' quindi scr ivere 

H = exp (IHI) Z + = exp ( (1;.+ ) Z = "exp (c&. - ) . 
App l icando l a  decompo s i z ione d i  Gauss ne l l a d e f ini z ione 

( IL 2 , 2 2 b )  pe::: g l i  s � a t i  coerenti Ig )  assoc iati  ad e l ementi 

rego l a r i , s i  scriver a '  

l ' P .  T" (�) I�,A) � T� (,-) T, (L,)l:, C,t) 1 ",-')  
(�,� I "' (.) IA,A> <",·lI"':; C<-) T, Cc,) T; C" ) I",. O 

sf ruttando i l  f a t to che z +  e d  h appartengono a l  sottogruppo 

di stab i l i t a ' S d i  vA. ( e  q u i nd i �al l o  stato 1 ..l , A » ,  e seguen-

do lo stesso procedimento adottato per ottenere la ( I I , 2 , 2 2 b )  

potremo scr ivere 

( I I , 2 , 2 2 c )  

dove s i  e '  e t i c h e t t a to l o  s ta t o  coerente con l ' e l emento d e l  

sottogruppo Z 

Osserviamo ora che e '  p os s ib i l e  f a ttor i z zare u l teriormente 

in z - E:: Z una parte " d i  stabi l i ta ' "  ed una parte " e f f icace"  

su  1 A , ..l > . Cons i deriamo i n f a t t i  l a  sottoal gebra n � lpotente (t. 

essa puo ' e ssere decomposta come segue : 

I I I , 2 , 2 4 )  



essendo ( & - 1 o l a  sottoa l gebra d e f i n i t a  precedentemente ed 

essendo (� - )'1. l o  spazio  vettor �a l e  def i n i to da l l a  stessa 

( 1 1 , 2 , 2 4 )  . Una b a s e  per ( IS- - ).,. e '  cost i t u i t a  da vettori di 

tipo f o( con O( t a l e  che ( À , o( ) > 0  (essende o( una radice po-

s i t iva ) . 

Da questa osserva z i one seguono a l c une propr i eta ' d e l  so��ospa-

z i o  (fr )1. 

i )  «[f )1. e '  una sotto a l gebra di a;. , c ioe ' 

i i )  

Bastera ' verif icare queste r e l a z i o n i  per i vettori f� 

de l l a  base ; s e  f o( e fp.. sono due d i  ta l i  vettori ( c i o ' 

s i g n i f ica ( ....t , o(  » O , ( ".l , �  » 0 ) i l  proèotto d i  Lie  

[ fd , f� l e '  n u l l o , ne l  q u a l  caso  appa rtiene ovviamente a l  

sottospa z i o  (l&- - ).., , oppure e '  un vettore 

Osserviamo ora che la radice ( 01.  +i-' ) e '  non ortogonal e  

a )" , i n f a t t i  : 

l a  d i sugua g l ianza e '  vera perche ' v a l e  per ognuno dei due 

addend i , questo comporta ovvia mente che [ f.:I( , f(\ l  E. (G )1 

e '  un idea l e  d i  C-, c ioe ' [($.-, ( I$- - )-t.. I c ( 1&- - )-1-

Decomponendo l a  '"� secondo l e  ( 1 1 , 2 , 2 4 )  poss iamo scri-

vere 

s f ruttando l a  propr i e t a ' i )  ba stera ' mostrare che 



u t i l i z zando ancora una vo l ta i v e t t o r i  d i  base f� e r i -

percorrendo i l  procedimento uti l : z z a to n e l l a  àimostra z io-

ne d e l l a  i l  e '  s u f f i c i en t e  che s i  abbia ( A , oJ + f3 ) � O  
e s s e ndo pe r o '  questa vo l t a  ( A , o(  1 ::: 0 e ( ...( , (lo  » 0 . 

c a l co l ando quindi i l  prodotto s c a l ar e  otten i amo 

che d i mostra l ' a sser t o . 

i i i )  I n  vi r �u ' d e l l a  decomposizione d i  .- i n  somma d iretta 

deg l i  spazi vet:.o r i a l i  ( 0;. - )0 , ( G- ) 1.  si o t t i e ne anche 

II:. - I. n 1<>- : I.,. � [ D ) . 

Grazie a l le propr i et a '  d imostrate s i a mo i n  grado d i  appl icare 

una propo s i zione che consente di decomporre i l  so�togru�po 2 

S i a  T un gruppo d i  Lie semplicemente connesso e s i a  T l a  cor-

rispondente sottoa lgebra ; s i a no n.. ed 01J sottoa l gebre d i  � t a -

l i  che , ( 1 1  u... e '  idea l e  d i 'lr ;  ( 2 1 1!' � u... "' II1l ; ( l l 1L n [l>U � [ (j ] . 

Siano quindi L , M  i s ottogruppi d i  T c o r r i s po n d e n t i  a l l e sotto-

a l gebre [L ed 1)Q a l l o r a  ( i l  L , M  sono semp licemente connes s i ; 

( 2 )  T ::o LH ( l i  L o  M = [ e )  [ 15 ,  p a g  5 5 l ) . 

Facendo l e  seguenti i d e n t i f i c a z ioni : 

'11' = d; - (r= z-) 
ed ut i l i z z ando l e  propr i e t a ' i )  , i i )  , i i i )  dimostrate preceden-

temente possiamo applicare l a  decompo s i z ione e decomporre un 

qua l s i a s i  e l emento z - 6 2 - come segue : 

.., = """F (w) 
I; �  -""" L't) 



Tornando a l l a  def i n i z ione à i  stato coerente ( I I , 2 , 2 4 )  , u t i l i z -

zando l a  decompo s i z ione :;:-= è; w  e d  osservando che w = exp ( w ) é. S 

e '  u n  e l emento d e l  sottogruppo d i  s � 3b i l ita ' d i  v� s i  ottie-

ne 

S .  h</"l'/) ( ( I I , 2 , 2 2 d )  

'------
La formula  ( I I , 2 , 2 2 d )  mos t: ra che i punti de l l o spazio  orncge:-:eo 

quo z iente sono o t te�uti espo:l e n z i a n60 la sottcal gebra (� - ) 1 

I n  genera l e  i p�nt i d i  u n  ger.erico s?3zio quoz ie��e T/L ( T  e 

L gruppi d i  L i e )  s i  ottengono espone:1 z i ando i l  so't'tos pazic  rMI 

de f i n i to da 'tr=Wt-lL. essend o  'tI' ed IL l e  a :. gebre d i  Lie d i  T e L [1 7 ) . 

Piu ' prec isamente i n  questo modo no� s i  ot� iene tutto l o  spa-

zio quoziente T / L  ma un i nterno aperto connesso del  punto cor-

rispondente a l l a  c l asse l a tera l e  da�a d a l  sottogruppo L : s i  

puo ' pass are a d  u n  qua l unque a l tro aE='erto operando con i l  grup-

po T che e '  trar.s ':' t i vo s u  T / � . Cor. l a  decompos i z ione abbiamo 

visto che l ' aperto ottenuto con l'espcne n z i a z ione s �lddetta e '  

denso i n  T / L  i i punti non compres i in t a l e  apertO sono qì.:e l -

l i  che c o r r i s pondono a c l a s s i  l atera l i  costituite d i  e l ementi 

tutti non rego l a r i , l ' i n s i e me d e i  q u a l i  ha misura nu l l a . !n�at-

ti ad ogni punto non rego l a re x d e l l o  spazio  quoziente corri­

sponde u�a sottovarieta ' p _ I ( X ) =ijL ( � e l eme�to non rego lare 

d e l l a  c l asse l a tera l e )  l a  qua l e  ha d i men s i o ne ugua l e  a 

d i m ( L )  Pere i o ' l a  d imens ione d e l  sotto i ns ieme d e i  punti non 

regolari  d i  T/L e '  ugual e  a : 



d i m  ( T-T "< I -dim ( L I  < d i m  ( T I  - d i m  I L I  : d i m  ( T I L I  

e l a  m i s ur a  d i  t a l e  sottoins ieme e '  nu l l a .  

Cio ' i mp l i c a  che l ' aperto ottenuto esponen z i ando lJ1l e '  idoneo 

a l  c a l co l o  d i  integra l i  s u l lo spazio  quoziente . 

Ne l nostro caso tMJ e '  l a  sottoa l gebra IG- - I 1 che e '  complessa  

ed  e '  isornarfa a (t N  come spazio  vetto r i a l e  N=è i m [  ( <'- � ) 1, l .  

I n  t a l  modo abb iamo costruito una c a rta complessa  per l o  spa-

zio quoziente s u l l a  qua l e  sara ' pos s i b i l e  fa�e c a l co l i  e s p l i -

c i t i  i n  coordinate . 

Si noti che i l  fatto che i punti de l l o spazio quoziente 5 i a�o 

ottenuti esponenz iando una sotto a l gebra non 5 i g � i f ica che l o  

spazio quoziente s i a  i s ornarfo a d  un gruppo d i  L i e , i n quanto 

l ' esponenz i a z i one , come g i a ' detto , non pUO ' es sere operata g10-

balmente . 
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§ ( I I ,  3 )  : " s t a. t. i  C oe re n. t i d i  

G r uppi di L i €!  rea l i  

s e mi s e mpl i c i  c o mpat ti U 

§ ( I I , 3 . a )  : - Forme rea l i  d i  A lgebre di Lie semisemplici 

complesse-

Ne l l a  tratta z i one deg l i  s t a t i  c o e r e n t i  d i  a l gebre d i L i e  s e m l -

semp l i c i  a b b i a mo r i c h iesto c h e  l a  rappre s e n t a z ione T d e l l ' a l -

gebra c;... ( e  q u i n d i  que l l a  d e l  gruppo c o r r i s p o n d e n t: e l  f o s s e  i r -

ri ducubi l e . D ' a l tro canto g l i  opera t o r i  ut i l i z za t i  i n  f i s i c a  

sono ope r a t o r i  u n i t a r i  e t a l e  dovra ' q u i nd i  e s sere l a  rapF:-e-" 

sent a z ione d i  G s e  vorremo a s s o c i ar e  a l l o s p a z i o  de l l a  rappre-

sen� ione i l  s ign i f i c d tO d i  spa z io deg l i  s ta t i d e l  s i s tema . 

Per t a l e  m o t i vo e '  opportuno cons i d e rare gruppi d i  L i e  compat­

ti ( come s p a z i  topo l o g i c i  ) : o g n i  rappresenta z ione ccnt inua 

di un gruppo compatto s u  uno s pa z i o d i  d i me�s ione f i n i t a , èo�a-

to d i  prodotto sca l a re { " s pa z i o p re h i l be r t i a no " l  e '  i n f a t t i  

equ i v a l ente a d  una rappresentaz ione u n i t a r i a  c o n t i n u a  [ l S , p a g 2 0 3 ]  

E '  comunque pos s i b i l e  costr u i re rappresenta z ioni i r r iduci b i l i  

uni t a r i e  anche per gruppi n o n  c o m p a t t i  ( i n gene r a l e  d i  ò i �en­

siane "numerab i l e "  o a d d i r i ttura " c o n t i nua " [�S ] ) ed una d i  

queste verra ' e s a m i nata i n  d e tt a g l i o ne l pro s s i mo c a p i t o l o .  

Dato un gruppo d i  Lie s e m i s e mp l ice comp l es s o  e conne s s o  e '  

poss i b i l e  c o s t r u i r e  u n  sottogruppo d i  L ie s em i s emp l i ce com pa t-

to ( rea l e ) , c he v i e ne detto " f or ma rea l e  c o m p a t t a  de l gruppo" 

! 15 , pag 5 8 3 ]  _ Se i no l t re T e '  una rappresenta z ione i r r i d u c i b i -
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l e  d e l  gruppo compl esso d i  parten z a , l a s ua restrizione a l l a 

forma rea l e  e '  ancora irriducib i l e , e  s e  l a  forma rea l e  e '  core-

patta puo ' essere co�s iderata l a  rappresentaz ione u�itaria  �r-

r i d uc i b i l e  equiva l ente . 

La costruz ione esp l i c i ta de l l a forma reale  compatta d i  U� ge-

nerico gruppo d i  Lie semi semp l i ce complesso s i  f a  s � ruttando 

l a  cor r i s ponde:-:t�a l g e::;'ra d i  Lie QT. 

S i a  & un ' a lgebra d i  Lie semi sem9 1 i ce c o m p l e s s a ; e s s a  e '  pens3-

b i l e  come a l gebra d i  Lie reale  d i  d i men s i one rea l e  doppi3 r : ­

spetto a l la d i mel�s ione complessa ; ind icheremo con a; 1R  q'Jesta 

str�ttura e la chiameremo " re a l i � i c a z ione d i  G" : avremo qui�-

di per le d i mensioni 

dim = 2dim CI l<tl 

S � C � , l b re a l e d l· �" e �o � e una sottoa g e  l'a w t a l e  che : 

( I 1 , 3 , 1 )  

a l lora Go e '  detta " � orma re a l e  j �  G " , ov v i amente s i  ha 

d i m  I� ( b.o ) = dim � (G) 

Ogni a l gebra d i  Lie rea l e  s emp l i ce e '  una rea l i f i caz i one o una 

forma rea l e  d i  un ' a lgebra d i  Lie semp l ice comp lessa ; va pero ' 

notato che l a  forma rea l e  d i  u n ' a l gebra d i  Lie semisemplice 

complessa non e t  unica . S e  G o  e '  una forma real e  di  G essa 

si  dice  " forma rea l e  compat t a "  se e '  un ' a l gebra d i  Lie  di  u� 

gruppo d i  L i e  compa tto . I nd i c heremo , è  ' or a  i nnanz i , con G !)  l a  

( unica)  forma rea l e  compatta d i  G e con C �  una qua l s i a s i  f o r -



m a  rea l e .  Una equivalente caratte r i z z a z ione d e l l a  compattezza 

d i  una forma rea l e  ut i l i z z a  la forma di K i l l ing . Va l go�o infà�-

ti i s e guenti risul�àti  

i )  La forma d i  K i l l ing B d i  G- o coincide con l a  re st:-izio-

ne de l l a  forma d i  K i l l i n g  B d i  G .  

i i )  La forma rea l e  " IR  e '  compatta s e  e s o l o  s e  la  s u a.  f o rma 

d i K i l l i ng e '  d e f i n i ta n e g a t i v a . 

La forma rea l e  compatta d i  un ' a lgebra d i  L i e  comp l e s s a  s e m i -

semplice  e '  unica (a  meno d i  automo r f i s m i  I , ed og � i a l �ra fcr-

ma rea l e  di G s i  ottiene d a l l a  G o  uti l i z zando un autoworf i s mo 

invo l utorio di cC. o  , c ioe ' un ' a pp l i c a z ione So : Q;.  .. 

per l a  q u a l e  valga  l a  proprieta ' So 2 = 1 . 1 1 metodo C� cc i t a l e  

forma r e a l e  s i  costr�isce e '  i l  seguente : 

i )  S i  estende l ' automorfi smo S o  Ci tut ta l ' a lgebra <!tIR =<&-oG-i:!&-o 

come segue 

5 , G � --->. 

5 ( x + i y )  = 5 ( x ) - i 5  ( y )  

( l a d e f i n i z ione h a  senso perche ' X , y E GF  .. e q u i n d i  S Q ( x ) , 

S ( Y I €. GI • 
i i )  5i  cons iderano g l i  " a u to s paz i " d e l l ' operatore 5 0  ( e s sendo 

50 2 = 1  g l i  autovalori possono e s sere sol amente 1 1 )  e s i  

decompone � o  come somma d i retta d e i  due autospazi : 

+ ( cr.. : \ ) 

iii)  Lins ieme definito  d a  



cC = (� ;\ ) + .\ ( c;. � 1  
Il' 

( I I , 3 , 2 ) 

e '  una sottoa l gebra r e a l e  d i  cc-Il! e Go 'l =  Go.R & .-iG.'R , qu i n -

d i  ",� e '  una forma rea le d i  � .  

E '  a l lora e v i d e nt e  l ' i m port a nz a de l l a d e t e r m i n a z ione d e l l e  

f orme rea l e  compatta d i  un ' a l gebra d i  L i e  s e m i s emp l i c e  G , che 

s i  c o s t r u i s c e  in modo e s tremamer.te semp l i ce a p a r t i r e  d a l l a  

b a s e  d i  Cheva l l ey ( 1 1 , 2 , 8 )  d i  G . s e  i n � a t t i  norma l i z z i amo e �  

ed f ".  i n  modo t a l e  che s i a  B ( eCl , .Fo/ ) = l  a l l o r a  i v e t t o r i : 

i h c( l e " -f" ) 1 1 1 , 3 .  l )  

c o s t i t u iscono una base per l a  f orma rea l e  compatta �o d i  G 

essendo l a  h a( def i ni t a  d a l l a  { I L 2 , 5 1 . 

§ ( I I ; 3 . b ) : ·Costruzione del set di Stati Coerenti-

S i a  Go un gruppo di Li e compat t o  s e m i s e mp l i c e  e s i a  Go l a  

sua a l gebra d i  L i e , �o e '  l a  forma compat t a  d e l l ' a l gebra d i  

L i e  c omp l es s a  s e misemp l i ce a;. = 0;. 0  �iq..o . S i a O ( g )  una rappre-

s e n t a z ione u n i t a r i a  i r r i d uc i b i l e  di G s u  uno s pa z i o  d i  H i l -

bert v d i  d i mens ione f i :1ita ( d i mV = n )  . Sc e g l iendo i n  V una :, a s e  

ortonorma l e  l e  mat r i c i  de l l a  rappre senta z ione O d i  G 

unitarie [ 1 5 , pa g  5 9 )  ( c i o e ' I U I 9 -< ) ) . ·  = I U I 9 ) " ) " ) ' • J J ' 

sono 

A l l a  U e '  a s s o c i a t a  una rappre .s enta z io ne i r r i d uc i b i l e  d e l l ' a l-

gebra �o d i  G o  i es s a  e '  cos t i tu i ta d i  m a t r i c i  a n t i h e r m i t i a -

ne a tracc i a  n u l l a . c ioe ' , se i nd ic h i amo con A b e l  l a  m a t r i c e  

corrispondente a l I  ' e l eme nto )( E <T  , s i  h a : 

A . .  - ( X )  = -A . .  ( X )  
'J J I 

� 
1: A  . .  l x ) = O  
;= L I � 
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P e r  ottenere i l  s e t  d i  s t a t i  coerenti d e l  gruppo G u  convi e n e  

e s t e n d e re l a  rappresenta z i o n e  U d i  G D a d  u n a  rappres entaz io-

ne ( i r r i du c i b i l e )  o l omor i a  d e l l a  ccmp l e s s i f i c a z ione G =�o � i �Q 

d i  C.O a l l a  q u a l e  e '  a s s o c i a t o  i l  peso mass imo ). . Detto l A  , J., ) 
i l  vettore d i  peso m a s s i m o  potremo d e f i n ire i l  s e t  d i  s t a t i  

coerenti i n  modo a n a l o g o  a q u a n t o  r at t o  precedentemente 

( I I , 3 , 4 )  

Anche i n  q u e s t o  c a s o  l a  d e f i n i z ione d i pende d a l l a  s o l a  c l as s e  

latera l e  i n  G o  1 5 0  e s sendo S o  ::: [ s  é Go +.<. U ( s ll ...l., .... >-=-.,iITCJ)/-I..I.) lr(1J€RJ =Go () S .  

dove S e '  i l  sottogruppo d i  s t ab i l i t a ' d i  G = e x p (�) per l a  

rappresenta z io ne c o n s i d e r a t a . O s s e r v i amo [ 16 }  che l o  spa z io 

omogeneo G o / 5 0  c o i n c i d e  c o n  G / S  e pertanto e '  una varieca ' 

com p l e s s a  ( e , per quanto a f f e rmato i n  preced e n z a , compatta ) _  

I n  ana l o g i a  con quanto f a t t o  ?er g l i  s t a t i  d i  G l a "..!ber ( § ( I . 2 ) : 

propri e t a ' v )  e '  pos s i b i l e  d a re u n a  rappre s e n t a z i one d i  G 

s u  uno s pa z io d i  f u n z i o n i  a n a l i t i a h e  d e f i n i t e  s u l l a  variet a '  

comp l e s s a  G .  / 5  <O u t i l i z z ando i l  s i s t e m a  d i  s t a t i  coere nti . 

Questo s p a z i o  d i  f u n::: i o n i  e '  una genera l i z z a ::: ione d e l l o  s p a z i o  

di Fock-aa rgma n n .  

Assoc i a m o  a d  ogni vettore 1 0/ > 6  v una funz ione cos i '  def i :1 i -

t a  : 

'i � 4. n A, (lI , 3 , 5 )  



I n  modo ana logo a quanto f a t t o  per l ' e s pressione ( I I , 2, 2 2 b )  

s i  d i mo s tra ba na l me nte che questa f u n z ione d i pende s o l o  d a l l a  

c l as s e  l atera l e  gSo e non d a l  pa rt ico l are rappre�entante i n  

e s s a  sce l to . Se i n d i c hiamo con p l a  pro i e z i o ne c h e  . as soc i a 

ad o g n i  e l eme nto 9 d e l  gruppo l a  s u a  c l a s s e  l a te r a l e  gSe l a  

( 11,3,5 ) def i n i sce una f u n z ione ana l i t i c a  i n  p ( G o  n A o  ) . 
I nf a t t i  e s sa e '  l a  compo s i z ione d i  f u n z ioni ana l i tiche 

U'{i) I'i'> 
".1,...1 I V t (! )\.l, . .() 

( 4, n Go ) , V . > V 

< -l .. I V'fl) I,/,> 
<''',A I U?(fJI ..... ..I.) 

---..,,� a: 

e s s e ndo l a  rappresen�a z i o ne un i ta r i a e i l  prodotto sca l are 

entrambe f u n z i o n i  a na l i t iche . 

I n  part i c o l a re, s c e g l iendo una b a s e  ortonorm a l e  [ ! i > , i = 1 ,  . . .  , n }  

per l o  s p a z i o  v potremo c o n s iderare l e  f u n z i o n i  associa�e a i  

vettori l '''': )  : 

sfruttando l a  proprie�a ' d i  l i ne a r i � a ' de l  prodotto sc a l a re 

e '  semp l ice mostrare che , s e 

un vettore gener i c o  d i  v s i  ha 

'" 

,j:(�) = l� f. -u.,L i- )  

I . > 1 t'i = < <- 1 '1- > 1  e '  

Vog l i amo ora e s p r i mere i l  prodotto s c a l a re d i  due s�ati a r b i -

trari d i  v u t i l i z z a r.do l e  f u n z i o n i  'r ( g )  d e f i n i t e .  

A t a l  f i ne e '  necessario a p p l i c a re l a  seguente re l a z ione 

1 1 1 . 3 , 6 1 



dove dA e '  l a  d i mensi one d i  V ed e s s e n d o  dg la " m isura inva­

r i ante " d e l  gruppo [ 1 2 , pag 2721 ( l a d i m o s t ra z i one de l l a  

( 1 1 , 3 , 6 a )  s a ra ' data ne l l  ' append i c e ) . 

Ponendo ne l l a ( I 1 ,3 , 6 a )  I tfl: > = 1  Lf' ... > = [ ..\ , ..t  > otteni amo 

to u s o  de l l a  propr i e t a ' d e l l ' operatore uni tari o U ( g )  

R icordando l a  de f i n i z ione ( 1 1 , 3 , 5 )  avremo : 

I l  d o m i n io A o d i d e f i n i z ior.e d e l l e r unzio n i q:; coincide con 

G o  a meno d i  un i n s i eme d i  m i sura n u l l a  i i nf a �t i , come g i a ' 

àetto precedentemente , ( G - A o  ) Co ( G-G � ) che e '  una v a r i e t a ' 

di d imen s i one i n f e r iore d i  Go e perc i o '  ha m i s u r a  nu l l a  i d i  

conseguenza g l i  integra l i  c a l c o l a t i  s u  G o  o s u  A o c o i nc i d o -

no . 

La funz ione integranda d i pende d a l  s o l o  c o s e t  g50 e non dal 

rappresentante sce l to s u l  gruppo ; questo e '  i n f a � t i  vero per 
� -

le "P3 ' 'P1. , co me e '  g i 8 ' stato r a t t o  notare precedentemente, 

se inol tre g ' =g50 e '  un a l t r o  e l emento d i  g50 avremo : 

i, • II <.V I U�\)[,W ' <A,A I U('}) U« ) IJ,A) < �,.I I U{� J � {') I",.I>. 
poiche ' S o  e '  i l sottogruppo d i  stab i l ita ' d i  [ ). , .1  ) e poiche ' 

la U e '  una rappresenta z io n e  u n i t a r i a  s i  avra '  



I nd i c heremo a l l ora con w un parame t ro ( i n genera l e  w e (.m ) 

che i n d i v idua i punti di q/ So e porremo , per g l i  s t a t i  coeren-
� 

ti e p e r  l e  f un z ioni � precedentemente de: i nite 

l'''' ' � l 'l " I I I , 3 , 4b l  

I I I , 3 , 5 b l  

essendo w l ' e t i chetta corr i s pondente a l l a  c l a s s e  l a t era l e  d i  

g . 

Una t a l e  notaz io�e potra ' essere u t i l i z z ata anche per g l i  0ge-

ratori U quando essi  sono a p9 l i c a t i  a l  vettore l A ," ) in modo 

t a l e  che l ' espress ione che s i  ott iene e '  f �nz ione d e l  solo  pa-

rametro w .  

Ponendo q u i nd i , con quest ' u l t i ma convenz ione : 

I I I , 3 , 7 1 

cons idere �emQ .11 •••••••• ,. 111 l ' integra l e  s u l l o  spa z i o  f a ttore G I;> 1 S t!  e s e r  i-

ve remo : 

(n , 3, b e) 
dove d� e '  l a  m i S ura inva r i a nte d e f i n i t a  s u l l a  varieta ' 



b 8  

G o / S o  indotta d a l l a m i su r a  d g  d e f i n i t a  s u l  gruppo ; una ta-

l e  m i s ur a  e s i s t e  perche ' i l  g r uppo e ' compatto ( 1 7 1 .  

O s s e r v i a mo i no l t re che , e ssendo U una rappres e n t a z ione u�ita r i a  

s i  avra ' 1 1 < .j , ) I U ( w l l A , ) ' I I ' = I I < A , -, 1 "" > 1 1 ' < 1  e q.u i n d i  

f ( w� w )  > 0 .  

Introducendo s u  G o  I S  o una n uova m i s u r a  c os i '  def i :1 i t a  : 

d d -fC";;w) • Hw) � '" "'- cl", ( I I ,3 , 8 1  

potremo s c r ivere i n  modo " s t a n d a r d "  i l  prodotto s c a l a re tra 

g l i  stati "Ii , 'i-'t ' 

(t. ;'1',) ; �G, /s.. dH\.<) t"� C ..... ) Y'LCw) 
e s i  potra ' a i f ermare che l o  s p a z i o  vet�or i a l e  ( d i  H i l b e r t )  V 

de l l a rappr e s e n t a z ione e '  i somorfo a l l o spa z io d i  H i l b e r t  '48 

d e l l e  f u n z i o � i  a na l i t ic he i n G o  I So per l e  qua l i  s i  ha : 

I n  p a r t i c o l a re / a l l a  f u n z � one i' ( w l  lJ.8 a s s oc ieremo i l  vettore 

l<f� = iG,Is�(yI) Iw) 'f' Cw) 
l e  c u i  compo�e�ti s u l l a  b a s e  ortonorma l e  I i �  sono da te da 

t.;� < è l t ) �  S �(w) .<C"')<l'C",,) .  
Go/S .  

La rapprese n � a z ione d i  G s u  ques�o s p a z i o  H e '  e s � remamente 

sem p l i c e ; la f u :u io n e  a s s oc i ata a l l o s �a�o U ( g  l i 't' >  sara ' 

i n f a t t i  d a t a  da 

'f- (W) ; (W 1 'U (�o)I,"> � 
,. 



S f ruttando l e  proprieta ' d i  compo s i z i one deg l i  operatori e l a  

unitari�ta ' deg l i  s t e s s i  o t t e n i a m o  

0" I v· l�;' � )  1 '1' >  'l'�.(w) , , 
<., . '  V ' C'l )''<, '>'> 
<�: ' ''' I  '1-' > F ('}" � )  

<.J, . q  V' (�.- ' � ) \Ljo > 
' •. � I V ·  Ct';'� ) IA,�) 

<",� I U ' (';'� ) I " ,I >  
< A,À I V' I� ) \ A, -' > 

dove i l  " pr o d o t t o "  t r a  u n  e l e m en to h d e l  gruppo con un e l emen-

to d i  G o  I S o  indica l ' a z ione d i  G" s u l l 0  s p a z i o  omogeneo 

compa t ib i l e  con l a  sua s tr u t t ura d i  s pa z i o  q u o z i e nte : 

e dove abb i amo posto : 

< -I" I U' lS;' s ) ,  ..t,..!'} 

<-1.-" UT{� l l -', " >  
Anche i n  ques t ' u l t i mo c a s o  e '  im me d i a t o  v e r i f icare che l a  

-
f un z i one � d i pende ( r i s p e t t o  a l l a  var i ab i l e g )  d a l l a  s o l a  c l a s -

se g51) i s c r i v e r e m o  q u i n d i  ; 

e s sendo � una � u n z i one o l omorfa s u l l e  v a r i ab i l i  

G o )( P ( G "  (l A.. ) .  

Indica ndo ancora con U l a  rappr e s e n t a z i o n e  d i  G o  s u l l o  spa-

z i o  di F o c k - Bargmann genera l i z z a �o s i  sc r ive e s p l i c itamente 

S u l l a  varieta ' d eg l i  s t a t i  coeren t i  G o I � s i  puo ' introdur-

re una s truttura K a h l e r i ana , ovvero l a  v a r i et a ' e '  co m p l e s sa 

ed § dotata di una metr i c a  h e r m i t i a � a  a s s o c i a t a  ad una 2 - f or-



1 0  

ma fondamenta l e  c h i us a  [.., 9 ] . 

S i  d imostra che s e  e t  d e f i n i t a  p o s i t i va a 1 -

lara a d  e s s a  e '  a s s o c i a ta l a  m � : r ic3 K a h l e r i a na c os i ' èef i n i-

ta : 

dove 

ds 7.= 1 L a. � 

e l a  2 - f orma fondament a l e  s i  s c r i ve 

( II , J , l O )  

L ' e l emento d i  v o l ume d i  G .  I S o  indotto d a l l a  strutt.ura Kahle-

r i a n a  s i  s pec i a l i z z a  come segue 

N e l  c a l c o l o  di integra l i  s u l l o  spa z i o  omogeneo (compa� t o )  ab-

b i a mo u t i l i z z a to l ' e l emento di volume ( 1 1 , 3 , 1 1 a )  norma l i z z a to 

con i l  requ i s ito 

�G .  / s. 
I.�, ,,� = 1. ( I I , 3 , l l b) 

La s ce l ta de l l a  f u nzione F e '  a r b i t r a r i a  e aà ogni varieta s i  

possono sovraimporre i n f i n i t e  strutture Kahleri ane . La neces-

s i t§ d i  una part i c o l are s t ruttura Kah l e r i ana d iscende d a l l a 

n a t u ra f i s i c a  de l l o  s p a z i o  omoge�eo , i l  q u a l e  é interpretato 

come s pa z i o  d e l le f a s i  di U �  s i s �ema c l a s s i c o  corr i s pondente 



1 1  

a l  s i s te m a  quant i s t ic o  assegnato c o n  l o  s p a z i o  d i  H i l bert e 

l ' Ha m i l to n i ana . Come s i  vedrò ' i n  s e g u i t o  ( § ( ! 1 , 4 ) J l a  f u � z i o­
ne F c h e  d a ' l a  c o r retta St=�tturd K�h l er i ana & : 

( I L l , l l )  

I n  u l t im o  o s s e r v i amo che g l i  spa z i  omogenei deg l i  s t a t i  coeren­

ti sono r i d ut t i v i  [ 19 , pag 1 90 J . S i  d e f i n i s c e  r i d u t t i vo lo s ? a­

z i o  omogeneo T / L  s e  l ' a l gebra d i  L i e  T d i  T e '  decompOSta �o­

me segue : 

1['. Il'!! $ IL (IL. �.t' U •. ,k L ) 
[ IMI. tL l c. lJ'1) 

Ne l n o s t r o  c a s o  T = '- o  = So !$l 00-

( 1 1 , 3 , 1 4 )  

uu é l o  5 0a z 1 0  vet�o r i a l e  ( no� é una sottoa l g e b r ò l generato da 

La re l a z ione ( I I , 3 , 14 )  é o v v ! amente ve r i f i c a t a  p o i c hé prodet­

ti d i  Lie di vettori di r a d i = e  no� o r t o go�a l i  ortagona l i  a l  

peso m a s s i m o  CO:1 v e t t o r i  d i  r .3 d i c e  ortagona l i  c o n  l '  èl g e b r a.  

d i  C a r t a n  danno ancora vetto r i  d i  rad i c i  n o n  ortagona 1 i .  

Se i n o l t r e  va l e  l a  r e l a z ione 

( I L l , l S I  

a l l ora l o  spa z i o  omogeneo e '  s i m m e t r i c o  ["9] ovvero 

per ogni punto d e l l o  spa z i o  e s i s t e  un ' i s o m e t r i a  che capovclge 

tutte l e  geode t i c h e  a t t raverso i l  punto . l n genera l e  la re l a z i o ­

n e  ( I I , 3 , 14 )  n o n  é sod d i s f a� t a  d ag l i  spa z i  omogenei deg l i  S t a ­

t i  c o e r e :1t i .  



§ ( I I , 3 . c )  : -Propriet a '  deg l i  S t a t i  Coerenti genera l i z z a t i  d i  

Gruppi d i  Lie semisemp l ici compatti -

S i amo ora i n  grado d i  en u n c i a � e , a �che per g l i  s ta t i  coerent i 

genera l i z :d t i  d i  a lgeb re d i  L : e  s e m i semp 1 i c i  rea l i  compatte , 

a lcune propriet a '  ana l oghe a q � e 1 1 e  deg l i  S t a t i  d i  G } auber . 

i )  P o s s i a m o  e s p r i mere i n  f o r m a  genera l e  i l  prod otto s c a l are 

tra due s t a t i  coere�ti g e � e r a l i z z at i , o s s e r v 3 �do che 

anche in queste caso non sc�o s t a t i  ortogon a l i  : 

= ( I I , 3 , \(.) 

s i  e '  q u i  u t i l i z za t a  l a  c0�venzione stab i l i ta ne l l e pre-

cedenti pagi�e per e t icr.e � tare con i punti d i  G. ISo g l i  

s ta t i  coerenti. e g l i  ope.!:" 5 t c r i  U a gent i s u i  1 A ,  À ) . 

i i )  Da l l  ' es p r e s s ione ( I I , 3 , 6 b l  d e l  prodotto s c a l are d i  due 

dove l ' i n s ieme [ l i > , i = 1 ,  . . .  , 0 1  c o s t i t u i s c e  una base orto-

norma l e  per V s i  ott iene : 

b"j r < '" l j > c J.A I  " è [ Ù {;) I..\,..c.)(-\,� [ UTC�) [ i > d'à-
G. 

che c i  consente d i  s c rivere 1 3  � r i s o l u z ione de l l ' i d e n t i ta ' �  

i n  term i n i d i  s t a t i  c o e r e n t i  genera l i z z a t i ; r i cordando l e  

d e f i n i z i o n i  1 1 1 . 3 , 4 a ) , ( I I , 3 , 4b ) , ( 1 1 , 3 , 7 ) , ( 1 1 , 3 , 8 ) s c r i -

ve remo : 

1 1<),-'[ U CW) U..\�\I , 
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i i i )  Ut i l i z z a ndo i l  prodetto s c a l a re tra due s&ati  coere�ti 

pos s i amo intro d urre un " kerne l "  n e l l ' i�tegra l e  anche per 

la varieta ' comp l e s s a  q,/� ; se inratti Iw) ,  I v >  sono due 

stati coerenti si ha ( I 1 , 2 ,:6, per d e f i n i z ione : 

< w l v ) � 't ( w '  , v i  

d ' a l tro c a n to , i n t ro d ucendo l ' operatore i d e n t i ta pos s i amo 

anche porre : 

< w l v > = <w l r j v ) : ) dl. J( z ) < w l z > < z l v >  = 
G./S. 

� \ d" ( z l  l}(w' , z l  J} ( z ' , v l  
G./5. 

confrontando l e  espressioni ottenut e , s i  ha l ' identita 

"' (w * , V )  = \ d u ( z l /.'; ( w· , z l  '} ( z · , v I -. /So 
grazie a l l a  q u a l e  s i  p'..:o '  a f f ermare che l a  Jj ( w * , ,,' ) e '  

un " kerne l autoriproducent e s i "  per l o  spazio G o  I So con 

l a  m i sura d � ( : ) . 

Come n e l  caso d eg l i  s t a t i  d i  G l auber osserviamo che a�c�e 

per g l i  s t a t i  coerenti gener a l i z za t i  la f u n z ione �( v * , w )  

s i  comporta come una a (w-v) , i n f a t t i  poss iamo s c r i v e r e ,  

per un  generico stato I f> é V : 

f ( v l  � < v l p  � f ( g l v�gs '- G .  1 5 . 

s f ruttando l a  r i s o l u z ione d e l l '  i è e:ì t i ta e l a ( 1 1 , 3 ,  i'J : 

f ( v ) = < v l f ' =  I d � ( w l < v l w � � w l f ) =  
bb/So 

) d " ( w l  !J ( v ' , w l f ( w l  
""'/So 



§ ( I I , 4 )  : U -,,0,,-,"-,,
' 
-.'nC-'-0",.'m".c"-"

· 
c"co-..-"a"-..-,d=..e=-"g"-l=-"i�--,S",-t",-"o,,-,t,,,-,"-=-

· 

C o e r e n t i  ge ne ra l i z z a t i " 

G l i  s t a t i  coerenti genera l i z z a t i  possono e s s e r e  c o n v e n i e�te-

mente u t i l i z z a t i  p e r  svi l uppare l a  d e s c r i z i o n e  q u a n t i s � i � a  d i  

d i  a l c u n i  s i s t e m i  c o n  i l  " pa t h  i ntegra i "  , c a l c o l ato n e l l o  

s p a z i o  s u  c u i  g l i  s t a t i  c o e r e n t i  s o n o  d e f i � i � i , i n te r p r e t a t o  

come spa z io d e l l e  f a s i  " c l as s ic o "  [ 2 0 ] . 

C o n s i d e r i a mo i l  propagatore tra d u e  s t a t i  a rb i t ra r i I l/?, > ,  I <+'1 > 

gra z i e  a l l a  r i s o l uz ione de ll
'

i de :1t i c a ( I I , 3 , 1 + )  e s s o  p�é e s -

sere espresso i n  t e r m i n i  d i  propaga to re t r a  s t a t i  c o e re n t i  : 

�h [t': t') , \ \ J\-- (w") .lr.(w') <,/,,l'''''XW' ''f, > <W'' I''''p l.� ii (t'. t')) I ",,'> � 

, I l  Jt.. (w'� Jf'-("'� 'f','(�) 'i'< lW� k Cw�t\w;t') 
s i  sono q u i  introèot,:e l e  f u. n z i o n i  Y .. a.s so c i ate a g l i  s � a t i  

I t; >  e s i  é d e f i n ::' t o  i l propagatore tra d u e  s t a t i  e o e r e :'! t i  

I I I , 4 , 1 1  

D i v idiamo ne l l a ( I I , 4 , 1 )  l ' i�terva l l o  d i  tempo ( t " -t ' )  i n  N 

parti ugua l i  d i  a rr.pie z z a  E. = ( l / N )  ( t " -t ' )  e d  i n s e r i a mo ( N- l )  

volte l a  riso l �z io�e d e l l ' i d e n t i t a ' ; facendo i :1 f ine i l  l i m i -

t e  per �l -1" eo s cr ive ::emo : 

essendo wN = ,..., "  e .... ' o = w ' . 



Volendo e f f ettuare i l  passaggio a l  l i m i te per N -;> 00 , e  

cioe ' per f. � O potremo s v i  l uppare l e  fl ; n z i o n i  che compa-

iono nel l ' i ntegrando de l l a  ( I I , 4 , l b )  in s e r i e  d i  potenze d i  

ed arrestarci a l  primo o r d i n e  i n  f ; otterremo a l lora : . " 

<WI(. I(.I(� l . i ��J I� .• > .: ('oVIr.. I 1 - :i; ( H / Vllt • •  '? ':;  

.: < w  I W . )  (..{_ ; ç  <W4\ ;; JVIt.. ,) ) s. < vJk \WI( _ ; ).A.)lp I ·� � !... Ie. '  � (IA-\. I WI. _ ' Ì'  '"' 

o (.1<1" \ �( "'k ' w, .. )) "-"',., -ì - � 
" 

<Wl(. 1 ti j w .. _ ,)  

� W!o. l k I W"-_I> J <w ... JwJc._. ) 

I n  quest ' u l t i m a  espre s s ione , ponendo I wk > = l wk_1 > + 1 
a l  primo o r d i ne 

( I 1 , 4 , 2 )  

Wk> avremo 

dove si sono c o n s i d e r a t i  i n  q u e s t o  c a s o  stati coerenti norma-

l i zzati se ora. osserviamo che e '  f. = ( t " -t ' ) / K= 6t s i  avra : 

Analogamente per i l  seco�do term i n e  a l l T espo�e�te de l l a  

I I I . 4 . 2 1  

in questo caso s i  é cons i de r a ta un ' a.ppro s s i ma z ione d i  ordine 

zero perché ne l l a ( 1 1 , 4 , 2 )  questa e s pres s io ne é m o l t i p l i c a t a  

per f 



La ( 1 1 , 4 , 2 )  puo a l l o r a  essere r i s c r i tta come segue 

sosti tuendo q u i n d i  n e l l ' integra l e  ( 1 1 , 4 , 1b l  si ottiene 

Ic (w"!' , w' i  ') , 

Introduc iamo o ra una n ot a z i one p i u  compa t�a  per l ' e s p r e s s ione 

del propagatore : 

dove porremo 

I ( " " ) (. w,w , w , w ; 

.<' 

t "  

\ 
" 

� 
<wlk) I i �  2. _ H \"' [1) > 

,It 

( 1 I , 4 , l c )  

1 1 1 , 4 , 3 1  

Dove S § equiva lente a d  un ' a z i one c l as s ica con l a g r a n g i a n a  L _  

Per v a l utare l ' e s p r e s s ione es p l i c i t a  de l l a lagrang i a n a  u t i l i z -

zeremo un art i f i c i o  per pote r operare s u l  prodotto s c a l a r e  d i  

due s t a t i  c o e r e n t i  l a  c u i  e s pres s ione § da ta , a meno d i  norma-

l i z z a z i on i , d a l l a  ( 1 1 , 2 , " " )  

Supponendo c h e  n s i a  l a  d i me n s ione ( comp l e s s a ) de l l o s pa z i o  



omogeneo G / 5  avremo : • • 
i.fù. ,.. . 0 . 10: i <""{fi i i "  _ IwUi > " i "  2.. ,,"'U) I w'2. -+ yJ "  l''' fi ) � � ew' �J' 

I I L 4 , 4 1  
Poiché i n  questo ambito s i  sono considerati s t a t i  coerent i 

I w> norma l i z z a t i  i l  prodotto s c a l are é dato da : 

<..r lw) " ":s é'-,"" ) 
h ("�,,) :'J(",�",)]'" ' 

essendo l a  f u n z ione 'J d e f inita d a l  prodotto s c a l a re ( r r , 4 , ltS )  
d i  stati coerenti non norma l i z z at i . C a l co l ando l e  der i vate r i -

spetto a w e a w*  

< � l � l}("',vI) - � .'" C v� VI) 
['3(",�",) �(W':V')J'I, 'òw" .2 �Cw�",) 

L <"'Iw>� _ -i �(l,w) , � ".1-(,,� w) '01)1" ;), [ 1jC"'v )J '� f"(IAf."')]\ � • •  

prendendo poi  i l  l i mite per v � w queste due espressioni 

diventano r i s pettivamente : 

sostituendo ne l l ' espress ione d e l l a  lagrangiana s i  ott iene 



essendo per d e f i n i z ione : 

';)Ib (w', w) : <Wl J.\ I W )  

Esaminiamo ora l ' appros s i mazi one d i  f as e  s t a z iona r i a  p e r  i l  

propagatore ( I I , 4 , lc )  , dove s i  cons idera l a  costante � picco l a  

ri spetto a l l ' a z i o ne 5 . 1 1  contributo mag g iore a l  propagatore 

é a l lor a  d ato d a i  c a m m i n i  ne l l o s p a z i o  d e l l a  v a r i ab i l e  w che 

rendono s t a z i o n a r i a  l ' a z ione e quindi l a  f a s e  de l l ' integrando 

del propagatore . 

Ricercheremo q u i n d i  quei cammini che soddi s f ano a l l ' equazio-

ne : 

�5 � l'' ' .[ (  .. , ,,,-. ':', ; +) e/.t 
t' 

. 0  ( I I , 4 , 6 )  

richiedendo che l a  var ia z ione S s i a  f atta tenendo f i s s i  g l i  

es trem i w ( t ' ) =w '  w ( t " ) =w " . 

Si ottengono qu i n d i  ovviamente l e  e q u a z i o n i  d i  Eul ero-Lagran-

ge per la f un z i on e L ( w , w " , w , w " )  ne l l e  v a r i ab i l i  c a noniche w 

e w* . 

U�;,) - �" o 

l ( Gl ) 
dr 'ìw;' - . 0  

( 1 1 , 4 , 7 ) 

Ricordando l ' e s p re s s ione e s p l i c i ta d e l l a  l agrangiana ( I r ,4 , S )  

possiamo porre l e  equaz i o n i  ( I 1 , 4 , 7 ) i n  forma "ham i l to n i a n a "  

' . 
"' - 9'(� 1j.� ,-",,) _ 9'JG" : 'i'ìw .. q...,'" .. 'é1 w • 



da c u i  s i  ottiene , 
� • 

? >l  � g'tgi- • k � L w ·  _ i l; L - ; � �ik � W � 
"'IV ' k" .. " ? . ' �" ",' w 

analogamente da l l a seconda de l l e ( I L 4 , 7 )  

• k 
'à."i: W 

Queste e q u a = i o n i  rappresentano l e  ana loghe d e l l e  e q u a z i o n i  d i  

Hami l t o n  per uno spazio d e l l e  f a s i  dotato d i  una me� r i c a  de-

f inita da : 

1 1 1 , 4 , 8 1  

La metr i c a  ( 1 1 , 4 , 8 )  i nd uce s u l lo s p a z i o  omogeneo una struttu­

ra Kah l e r i a n a  e s sendo l n ( � ) rea l e  def i n i ta positiva [ s i  veda 

§ I II , l, b 1 J " 

Partendo da questa interpreta z i one de l l o  spazio omogeneo G o  / S �  

come spa z io d e l l e  f a s i  ,enera l i z z a to , é  po s s i b i l e ricavare d e l ­

l e  rego l e  d i  quan t i z za z i one a l l a  Bohr-Somme r f e l d  per ottenere 

g l i  autova l o r i  d e l l ' energ i a  per s i stemi legat i .  

In base a l l a  tratta z ione genera l e  de l l a Meccanica Qunat i s t i c a  

g l i  autova lor i  de l l  ' energ i a  p e r  u n  s i s te ma con ham i l to n i ana H 

sono d a t i  d a i  po l i d e l l a  f un z ione d i  Green 

l« E) = T" I 1 L 4 , 9 1  
• 
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Per i l  c a l c o l o  di questo integra l e  pon i amo 

dove l ' operatore é stato espresso n e l l a  base deg l i  s t a t i  

coerent i , e  dove s i  s o n o  ccnsiderati s o l amente e l ementi d i ago-

nal i dovendosi c a l c o l are la tracc i a . Ut i l i z z ando i l  path inte-

gral precedentemente def i n i t o  ( I I , 4 , lc )  s c r iveremo 

il  calcolo va e f f ettuato s o l amente per traiettorie chiuse , es -

sendo ugua l i  g l i  s t a t i  i n i z ia l e  e f i n a l e  de l propagatore . 
" , w _ w 

Ne l l ' appro s s i ma z i one d i  fase staz ionaria s i  ricercheranno i 

cammini ( c hius i )  che rendono staz ionaria l ' a z ione ; l e  chia-

meremo orb ite c l a s s iche , e l e  indicheremo con o . c l . _  

A meno d i  costanti s i  avra ?er i l  propagatore corri spondente 

a ta l i  orbite c l a s s i che : 

Osserv iamo ora che l ' a z i one é un funzionale d e l l a  traietto-

ria ; essa pertanto non d i pe nd e  d . l  "punto i n i z i a l e "  wo , r i-

spetto al  qua l e  si  integra , e l ' i ntegra l e  si  puo s c r ivere : 



k'"'(r) L 
D.U.. 

i l  v a l ore d i  T é i l  periodo relat ivo a l l ' orbita ccr.s iderata 

sosti tuendo ne l l a  ( 1 1 , 4 , 9 )  : 

1<<4(f) ,� , l� "'j- 1 � ET� ,, (QCT) d T  
• 

= 

( I I , 4 , 9b )  

Anche i n  ques�o caso i l  cont�ibuto a l I  ' i ntegra l e  rispetto 

al tempo é dato da l le s o l e  espress ioni  che rendone s � a z io�a-

rio l ' esponenz i a l e ; rice r c heremo quindi  una re l a z ,:"o:1e tra i l  

tempo T e l ' energia E per la qua l e  s i a : 

1 1 1 . 4 - 1 0 1  

se T= T ( E I  é l a  s o l u z ione d i  t a l e  equz ione porremo 

<.l W I E I  = 5 I T I E I  I + ET ( E I  

e l ' integra l e  ( I T , 4 , 9 p) s i  scriver a , sempre a meno c ':"  cos tanti 

Per i l  ca lcolo d e i  po l i  di questa f u n z ione saremo interessati 

al  solo st'...:dio  d e l  primo f a t.tore ì.: exp [ ( l f h )  t.J ( E )  l ; cerchia­o.ua. 
moquindi di va l utare esp l i c itamente l a  funz ione W ( E )  ; ricor-

dando l ' espre s s i one ( 1 1 , 4 , 3 ) dAl l ' a z i one avremo 
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1(,,) 
W(t:) � S"(T(&») + E T(';-) : J dT"<WUJ J i �5r- k , \VitJ > - ET!&) 

o 

essendo l a  traiettoria w ( t )  c i c l ica , ta l e  che , s u  e s s a , l ' az i o-

ne é stazionaria e s od d i s f a  a l l ' equaz ione ( I I , 4 , l O )  . I n questa 

trattaz ione l e  f u n z i o n i  s ,  J.... ed G:e g iocano i l  ruol o , in base  

a l l e  re l a z io n i  che le  l egano , òe l l ' a z ione , de l 1 a l agrang iana e 

d e l l ' hami l to n i ana d e l l a Meccanica C l as s ica ; i n  t a l e  schema 

S e d  I(J€ sono assoc iate da I l'ana logo d e  I l'equazione d i  Ham i 1 ton-

Jacobi : 

+ 

é a l lora evidente c he l ' equaz ione es�reman�e ( 1 1 , 4 , 1 0 )  s i  ri-
, 

duce a l l a  cond i z ione E:j( z , Z " ) : ( w ( t )  I H l w ( t » .  

L ' espressione de l l a  f u n z ione W ( E )  d iventa quindi 

J
1"lE) 'W{E) • Jr <�(\J , i � � , wl') 

• Qt 

essendo l a  traie�toria w ( t ) s u l l a  s uperficie  d e l l ' �ham i l to n i l a-

na"  costante . 

Tenendo conto d e l  f a tto che l e  t=a i ettorie possono essere per-

corse p i G  vo l te , e  sommando s u  tu�ti  questi moti mu l ti p l a mer.te 

period ici s i  avra 
00 � 

k"'(E) L � u/" 1 � wiE)/W1 } = l. _ 1. : '" O. c..! 1 - -/" l �wIE)} o.�. /)1 ';- 1  



g 3  

i c u i  p o l i  sono d a t i  da l l a  cond i z ione exp f { i /� ) W { E )  } = 1  ; c i oé 

W ( E )  = 2 1r nK ( 1 1 , 4 , 1 1 )  

Per ottenere una cond i z io n e  d i  quant i z z a z ione a l l a  Bohr-Som-

mer f e l d  s frutteremo la propr ieta ( 1 1 , 4 , 4 )  u t i l i z z a t a  per i l  

c a l c o l o  e s p l i c ito d e l l ' az io n e : 

TI') 
'vile) . J , �  

. " 

appl icando q u i n d i  i l  teorema d i  Stockes [ "'2. , pag 280 ] 

( I I , 4 , 12 )  

dove t'integraz ione va fatta s u l l a  parte d i  superf i c i e 1J(. ( '..J , w * ) = E 

l im i t a t a  d a l l a  t r a i e ttori a  p e r i o d i c a  cons iderata . 

C a l c o l i amo e s p l i c i tamente l a  2 - f o rma i ntegranèa ; 

d ( i  �M _ 0 1� I}?dw" *) = 
L.. 'd w le 'd'viI(. � 

" i 2.� [ <a'Yt1tJ-) Jw'"dw' . 0'(f1"TJ d",'A Jw",k _ 
k. � ...t. .:;1 tqyJk 'dw<' fdwl<. 0wejt. 

_ ,!·(ft'}) dw.·"Jw' J  
� \(/"" ... 9v/<4"-

s f ru t t a ndo le propr i eta d i  a n t i s imme t r i a  d e l  prodotto "wedge" 

( A )  e la p o s s i b i l i t a  d i  s c a m b i are le der ivate , e c a mb i ando 

i nomi a g l i ind i c i  sommat i  avremo ; 

� � [ "'(eg,,,) (w', Jw' _ dw'"dw') ;- Z. 2- t 1<--, . . .  9wk dW� 
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i ')(� '}) ( dw" dw< ' ) . 
'dw" 9w" 

Sostituendo ne l l a  ( I I , 4 , 1 2 )  

'O(Ei"") dw", .!w,o 
'dw" d,,' • 

dove s i  § uti l i z z a t a  l a  metrica d e f i nita d a l l a  ( I I , 4 , 8 l . 

La condizione d i  quant i z z a z ione ( 1 1 , 4 , 1 1 )  s i  s c rive du�q�e 

I 1 I , 4 , 1 3 )  

dove � é l a  2 - forma d i f f eren z i a l e  ( re a l e )  connessa a l l a  strut-

tura Kahleriana de l l o  s p a z i o  omoge:1eo ( :rI , 3, 1 0) 

Osserviamo ora a questo pun�o come s i a  poss i b i l e  genera l i z za-

re anche i n  questo caso l ' af fermaz ione che g l i  stati coerenti 

sono g l i  stati quantistici  che magg iormente s i  avv i c i nano a1-

l a  des criz ione c la s s ica d e l  s i s t ema considerat o . 

Cons ideriamo infatti  una " tra iettor i a "  nel l o  spazio d i  H i l bert 

che si mantenga c o e rente n e l  tempo , e  che corrisponda aà una 

soluz ione de l l ' equa z i o ne d i  Schrodinger 

( it; <;) _ H ) Iw{t» � O 
<lI" 

� 

I I I , 4 , 1 4 )  

( questo é poss i b i l e  s e  l ' ha mi l to n i ana H d e l  s i stema conserva 

l a  coerenza ) ; vog l i amo mos trare che l a  corrispondente traiet-



toria w ( t )  ne l l o  spa z i o  d e l l e  f a s i  'denera l i z z ato G o  /S" rende 

stazionaria l ' a z i o n e . cons ideriamo i n f a t t i  la v a r i a z ione d e l -

l ' azione : 

ii (  
t,  

<vJ Il) J i �  (,) -
?� 

per effettuare correttamente l a  var i a z ione é necessario de-

scrivere l ' integra l e  i n  t e r m i n i  d e l l e  funz i o n i  di  Fock-Eargmann 

genera l i z�ato , i ntroducendo la r i s o l u z ione d e l l ' ideneit§ su un 

generico set d i  sta t i  ortonorma l i z z a e i  ( I k > , k= l ,  . . . , n ] . 

s (  '" � 1 
:?: [ <"'ir) TI' )<k I ;t;, � _ H ) .L )< -' ) "' lf» � 

t ,  "-,,, L > '  'dr 
� -

H ) u'e (w) � l t, L 2:. Uk(W) ( i � )ik€ �t - k€ 
<,  k-., It .. , 

= 

dove si  sono introdotte l e  f unzioni  u� ( w )  d e f i n i t e  da 

( I I ,  :,/)"1,) e dove s i  é posto : ii = < k I H ! I > . k, 
Eseguendo la vari a z i o ne avremo ovviame:1te : 

<Wl l >  

l ' u l t imo addendo d i  questa espre s s i o n e  é n u l l o  i n  virtu è e l  

fatto c h e  l a  va r i a z i one é f a t ta i n  modo t a l e  che g l i  es tremi 

restino immutati . S ç r i veremo q u i nd i , tornando a l l a  rappresen-
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dove So i é indicato con l a  derivata tempora l e  fatta s u l  

"bra " < w ( t )  l . Entrambi g l i  addendi de l l ' equaz ione sono nul l i  

per l a  ( I 1 , 4 , 1 4 )  e per l a  sua  trasposta , pertanto s i  ha e f ­

fettivamente bs=O . 

Questo s i g n i f i c a  a�che c h e  l a  tra iettoria w ( t l  n e l lo sp3z10  

del l e  fasi  general i = zato soèd i s f a  a l l e  equazioni  di  Eule�o-

Lagrange , e suss i s te u�a corrispondenza  biunivoca =ra l a  

traiettoria c l a s s i c a  e d  evo l u z ione quant istica  c o e r e n t e .  

Vog l i amo ora considerare qua l e  é l a  p : u  gene r 3 1 e  h a m i l t o n iana 

che conserva l a  coerenza , t a l e  c i oé ete l ' ev o l uto tempora l e  

di uno stato coerente s i a  ancora uno stato coerente . 

Perché s i  veri f ichi gues = ' u l c i ma s i tuaz ione é necessa=io che 

l ' operatore d i  evo l u z ione tempora l e  t.' ( 't , to ) = exp [ ( i / h ) H ( t-to ) ]  

sia un sottogruppo ad un p a r a m e t r o  di un gruppo d i  Lie � che 

agisce sul l a variet� Go I So su l l a q�ale  sono d e f i n i t i  g l i  

stati coeren t i : i nd icando con Aut ( G o  I S o ) i l  gruppo deg l i  

automorf i s m i  de l la varieta i n  sé dovra essere �=AU� ( G .  I S .  ) .  
� 

Se G- é l ' a l gebra d i  Lie d i  'j. s i  dovra avere : 

Osseviamo inoltre che i l  gruppo associato a l I  ' a lgeb�a d i  Lie 

deg l i  stati coerenti é un sottogruppo deg l i  automorfismi  d e l -

lo spa z i o  omogneo quoziente . 



e x p ( lS )  c Aut (G " I S  o ) 

Dovra qu i nd i e s s e r e  

essendo � u n ' e s tens ione de l l ' a l gebra deg l i  s t a t i  coere nt i .  

Per vedere q ua l i  sono l e  propr i eta che dobbiamo r i c h i eàe�e a 

t a l e  es tensione � operiamo m c l t i p l i c a tivamente c o n  i l  gruppo 

� 
exp(C) s u l  gruppo ex? (�l e q u i n d i  tram i te q u e s t ' u l t ime s u l -

l a  var i et a  G .. / S  .. 
� 

Se g + e € a:;.  e gg 6 t1J  cons i d e r i arr.o i l  prodotto 

e r i ch ied i amo che s i  pos s a  s c r i vere come segue : 

-""1" « )  (.Il.) = I n) 
essendo l .rt >  lo s taco di parter, z a  d e l l o  s p a z i o  d i  !1i l iJ e r 't  con-

s id e r a t o . 

Cond i z ione s u f f i c iente pe rchè una t a l e  equa z i one pos s a  essere 
� 

scritta é che l ' a l gebra � s i a  i è e a l e  d i  � : a p p l i c ando i � : a t -

t i  l a  formula B . C . H .  s i  ottiE�e 

-
Sfruttando l"ipot e s i {<C ,G] c <G pos s iamo s c r ivere : 

dove g '  , g "  , g '" 6. ([i- ; l ' u l t i ma u g u a g l i a n z a  s i  o t t i ene app l i c a n -

do a n c o r a  l a  form u l a  d i B . C . H  . . 
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Vediamo ora qua l e  deve essere l a  r e l a zione tra l ' a l gebra este-
� 

sa C e l ' a lgebra ({; d eg l i  s t a t i  coere:1ti . 
� 

se (tr é semisempl ic e  , a l l or a  essa é somma d iretta d i  a l gebre 

sempli c i , mutuamente commutanti : 

� 
essendo a.;. sotto a l gebra d i  CGt essa deve e s sere semisemp l i ce , 

l ' estensione ffi é a l l o r a  costitu ita d i  sattoal gebre sempl i c i  

che commutano tutte con (G .  

questo corrisponde a d  automorf i sm i  identici  s u l l a  varieta 

infatti  se .2. E lE I "àt <1f 

� 
Nel  caso i n  c u i  � non é semism p l ice essa s i  puo decomporre 

uti l iz zando l a  decompos i z ione d i  Levi I come segue : 

� 
in una parte semisemplice  (a;. �) ed in una parte so l ub i l e  (ot; �t' ) 

che ne cost ituisce  anche l ' ideale  s o l ub i l e  massima l e .  
-

Dovendo e s sere � i d e a l e  d i  � , deve essere contenuta ne l la 
� 

parte s o l u bi l e <{f yf s e  � é una sottoa lgebra propria d i  � J..f 

s i  ha pero i n  genera l e  

� 
A f f inché � s i a  e f f e ttivamente ideale d i  � dovra a l l ora essere 

-
esttamente �=<q. Sof.. e q u i n d i  : 
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Possiamo quindi  enunc i a re i l  segue�te r i s u l tato 

L ' ha m i l toniana piG genera le che conserva l a  coerenza del  set  

di stati  coerenti assoc i a t i  a d  una  d ata a l gebra ar é un ' a l gebra 
� 

piu estesa <lf contenente ([j come sottoal gebra ; t a l e  estensione 

va fatta in questo modo : se a; é semisemp l ice la <Ii coincide  

con l a  � a meno di  a l gebre che danno origir.e ad  automor f i smi 

identi c i  d i  G "  / 5 0  

Se «i é s o l ub i l e  éìi è l ' a lgebra l a  cui decompos i z ione d i  _evi 

ha come i de a l e  mas s i ma l e  solub i l e  l a  Stessa � I e come parte 

semisemp l ice una sottoa l gebra che conserva l o  stato d i  parten-

za l .1l.. ) · Ne l  caso d i  una generica <lf dovremo u t i l i z zare l a  de-

compo s i z ione d i  Lev i ed app l icare questi r i s u l tati a l l a  parte 

semisemp l ice e s o l ub i l e .  

G l i  aspetti d i na m i c i  ora ana l iz z a t i  suggeriscono a l cune con-

sidera z i o n i  s u l l a  poss i b i l ita di d e f i nire U� s i s tema c la s s ico 

corrispondente ad un s istema quant i s t ico assegnato con lo spa-

zio di H i l bert deg l i  stati  e l ' Ha m i l toni ana . 

Innanz i t utto r i l ev i a mo l ' amb � g u i ta d e l l a  sce l ta de l gruppo 

deg l i  stati  coerenti che determina 10 spaz:o  omogeneo d e l l e  

fasi  infatti  l ' un i c o H q u i s ito per i l  gruppo é che si  possa 

rappresentare in modo i rriduc i b i l e  e d  unita�io  su l l o spazio  

d i  H i lbert . Un u l te r i ore requisito  che  puS essere imposto per 



'l a  

rimuovere par z i a l mente t a l e  ambiguit§ § que l lo che s i  conser­

vi la coerenza nel l ' ev o l u z ione quantistlca e conseguentemente 

il  s is tema quant i s t ico segua l a  traie�toria c l as s i c a  come un 

pacchetto d ' onde di minima  indeterminaz lone . 

Questo suggerisce d i  scegl iere , come gruppo degli  sta�i coe­

renti , que l l o  minima  le t a l e  che s i  conservi l a  coerenza  

Occorre pere io i nd ividuare l ' a l gebra d i namica d e l  s i s tema 

( a l l a  qua l e  appart i e ne l ' Ha m i l toniana ) :  �etale  a l gebra é semi­

semp l i c e , essa  deve essere scelta  come a l geb�a degli  stati coe­

renti . Se non é semisempl ice , s e  n e  puo co�siderare s o l o  

l ' idea l e  s o l u b i l e  ma s s i ma l e .  
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C A P I T O L O  I I I  

E S E M P I 

§ ( I I I , l )  

l a  R appr e s e n t a z i o n e  

F o n. d a m e n t a l e  d i  

S L ( n -+ l , «; ) e d e l l a. 

F o r- m a.  r e a l e  c o mpa t t a  

S U ( n -+- l )  U 

Esami niamo in questo paragrafo l ' a lgebra à i  L i e  s�misemp l ice 

compl essa  A -t- de l l e  mat r i c i  comp l e s se ( n + l ) x ( n+ l )  a tracc i a  

nu l l a ; e s s a  é l ' a l gebra d i  L i e  d e l  gruppo l i �eare spec i a l e  

SL ( n+ l , lt )  d e l l e  m a t r i c i  com p l e s s e  ( n+ l ) x ( n + l )  ave:1 t i i l  deter­

minante ugua l e  a l l ' un i t a  _ D e f i n i r e mo i l  set di stati coerenti 

per la  rappresenta z i one fondament. a l e  d i  $.n. ( n + l ,C l  e d e l l a  sua 

forma reale compatta � ( n + l )  c c s t i t u i t a  da l l e mat r i c i  her-

mitiane a tracc i a  n u l l a  . T a l e  r � 9presentaz ione fondamenta l e ,  

pur essendo l a  pi u semp l ice , consente d i  eviden z i a re l e  cara t-

terist iche enunc i a te i n  gener a l e  nel capitolo I I .  

§ ( I I I , ! . a ) : ·S L { n + l , C ) · 

L ' a lgebra SIL ( n+ l , (t ) é cos t i t u i t a  d a l l e  m a t r i c i  n x n a coe f -

f icienti  com p l e s s i  aventi t r a c c i a  nu l l a . La sottoa l gebra d i  

Cartan ( ma s s i m a l e  abe l iana ) é c os t i tu i ta d a l l e  ma t r i c i  d i ago-

na l i  a tracc i a  nu l l a  . Indicheremo con E l a  matrice aven-
, J 
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te tutti i coe f f i c ienti nu l l i  s a l vo que l l o  in corrisponàenza 

de l l a  r i ga i-esima e de l l a  co l onna j -e s i ma che é ugua l e  ad 

uno i n  component i 

( I 1 1 , 1 , 1 )  

A l l ora una base  per l a  sottoa l gebra d i  de l le matri c i  d i agona-

l i  , che ind icheremo in seguito con lHI , é data da 

( I I I , 1 , 2 1  

E s s a  é completata ad una b a s e  per '1ì 1L ( n+l,Cl considerando : 

E-o'J ( 1 1 1 , 1 , ) 1  

Per quanto riguarda l ' insi eme d e l l e  radici d i  S� ( n + l , � )  con-

s i deriamo la base in �. c o s t i t u i t a  da l l e  forme l i neari su GU 

d e f i nite come segue 

e s sendo d i a g ( a 1 , _ . •  _ , dfl .,. "l ) l a  matrice d iagona l e  i cui e l emen-

ti d iagona l i  sono , in ordine ,  g l i  a 

L ' ins ieme d i  tutte e s o l e  l e  rad i c i  d i  � é costituito dai  f un-

z i ona l i  l i neari  in OD de l l a  f orma 

..l .  l ·  
, - J 

I corrispondenti vettori d i  radice sono g l i  E definiti  d a l -o'J 
l a  ( 1 I 1 , 1 , 3 ) , s i  verifica i n f a t t i  bana l mente che é : 

( i n  questo ambi�o i l  prodot�o d i  Lie [ a , b ]  indica i l  commuta-

tore ab-ba tra le matric i  d e l l ' a l gebra ) 
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Le n r a d i c i  semp l ic i  d i  &([.( n + 1 , (; )  s o no d a t e  d a  

eX,' .  .-l . - )  . I ...... + ,  
À = "1,2,.  ( 1 1 1 , 1 , 4 )  

e l ' i n s i eme d e l l e  r a d i c i  puo e s s e r e  s c r i t t o  c o m e  segue : 

( 1 1 1 , 1 , 5 )  

I l  v e t t o re d i  r a d i c e  c o r r isponde n te a l l a  r a d i c e  o( � +  . .  + a'j é 

l a  m a t r i c e  E ;/ j"+ ' d e l l e  ( I I L l , l )  U t i l i z zar.do l a  n o t a z i one 

d e l  c a p i t o l o  I I  ed osservando c h e  la radice dl+ .. T � é pos i -

t i v a  ( ne g a t i v a )  se i� j ( i �j ) d e f i n i remo 

I I I I , L 3 b )  
foi -r "  -+ 4j = E jt'j t 

La b a s e  d i  Cheva l l ey d i  q;!.. ( n + l , (l: l  é d a t a  a l l o r a  d a  

l ;  
.L�' = [ ", i.,t, .. , ""- ( 1 1 1 , 1 , 6 )  

f ,  . �T') I 

S i  ver i f i c ano i n f a t t i  b a n a l me n t e  l e  ( 1 1 , 2 , 9 a )  e ( I I , 2 , 9 b )  

essendo l a  matr i c e  d i  e a r t a n  A d a t a  d a  : 

i 
,4 "  : 2-" 

A L", ì-tl : A- t'-t-IJ r - - "1-

A i,) � o M- I i- j I � 1.. 

Se cons i d er iamo l a  rappres e n t a z i one fondame n t a l e  d i  �� ( n + l ,C) 

lo s p a z i o  vettl"l r i a l e  
d I I . _ trr' I'k H  

e a r a p p r e S e n t a z I o n e  e � , l o spa-
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z io de l le ( n+ l ) - p l e  ordi nate d i  numeri comp l e s s i  e l e  matrici 

rappresentative degl i  e l ementi di 'iSL ( n+ L C )  sono eStt8mente 

g l i  e l ementi s te s s i . 

I l  vettore d i  peso mass imo é d a to da 

. ( �.) 

essendo ( I � , A » . , l a  i-esima componente de l l a  base ca�onica 

di <l: � . .  l a  ver i f ica é banal e  r icordando l a  condi z ione 

( I l , 2 , 1 2 )  in base a l la q u a l e  un vettore é d i  peso mass imo se 

e s o l o  se é a n n i c h i l ato da tutti  i vettori d i  radice pos i t iva . 

I l  peso massimo � é l a  forma l i neare def i n i ta s u l l a  base 

( I I I , 1 , 2 )  d i  !fil da 

.-<.-'= 1., . .  , ...... 

I s o l i vettori d i  radice che a g iscono i n  modo e:f icace s � l  

vettore d i  peso m a s s imo Sono ovviamente que l l i  aventi a l meno 

un e l e mento non n u l l o  s u l l a  prima  c o l onna cioé  que l l i  de l ti-

po 

f � i. "*' . .  + 01; A.,':: i, . . J ;1ot. 

essi  s i  ottengono come commutatori successivi  d i  e l e menti del-

la  base  di  Cheva l ley ( 111, 1 , 6 )  come segue : 

L ' a z ione d i  questi vettori s u l  vettore d i  peso mass imo I A ,  -\ > 
da ' origine a i  vettori corrispondenti a i  pes i : 
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fA, . � - (cl , .. . .  ., q , )  
ta l i  vettori sono d a t i  ( ne l l a  n o t a z ione introdo��a i n  § ( T I , 2 . d )  

da : 

"',. 
e c o s t i t u i s cono ovviamente una b a s e  d i  � . 

s . . 1<:, ! t I 

-
La sotto l agebra � d e l l a  def i n i z i o ne ( 1 1 , 2 , 1 9 )  e a l lora �ce l l a  

generata dag l i  e l e m e n t i  

f. I j .= ,z"  . . .  , ,........ 

Come abbi amo notato i n  precedenza g l i  u n i c i  vettori d i  radice 

che a g i s c ano e f f i c a c e me n t e  su ! ), 1 ). ) sono g l i  f", -+ . . t � .  i osser-
, J 

viamo l a  notevo l e  propr i e t a ' c h e  t a l i  vettor i  c�mmutano t r a  

loro . 

G l i  s t a t i  coerenti per .$L ( n+ L ltl s i  s c r i veranno q u i n d i  I c � i -

l i z z ando l a  decompo s i z i o n e  d i  G a u s s  
� 

l ç ) �  -"'r e t, ? , f." .. .. oI , j I A • .\) 

,.I •. l i  Mi' e g, �, f", • . .  t � ' )  Il . ..I> 
� 

I " . )  > + :? Sk lA. t'k) , ., 

< 

m 
Questa espres s i o n e  ha s e n s o  per qua l s i a s i  vettore � € (t per-

ché s i  ha in o g n i  c a s o  : 

,(..1, ..1 1 -"'1" ( f <; ;  �oI" . .  t�, ) I l  • .I >  • 'i. 



Ut i l i z z ando infatti  una rappresentaz ione a b l occhi de l l e  ma-

tric i s i  $L ( n + L C l  e d e l  vettore I .J , -!. ) s i  puo scrivere 

e quindi : 

dove s i  sono i n d i c a t e  con 2; e Q r i s p e t t i vamente U!'l ge ner i c o  

vettore e l o  
'" 

zero d i  cc. e con �1'1  
n u l l a  con n l inee ed n c o l o n n e  

§ ( I I , l . b )  ' ·5 0 ( n+ 1 ) · 

l e  matr i ci identita e 

La forma rea l e  compatta d i  S� ( n + l , C )  é c o s t i t u i � a  d a l l e  matri -

c i  a n t i he rm i t iane I a tracci a  n u l l a  Essa é l ' a lgebra d i  

L i e  d e l  gruppo SU ( n+ l l  de l l e  matr i c i u n i t a r i e  ( � + l ) x ( n+ l )  

( r i cord iamo che una matrice é u n i t a r i a  s e  e s o l o  s e  : 



essendo U + l a  trasposta coniugata d i  U )  per t a l e  motivo 

ind i cheremo t a l e  forma r e a l e  con $� ( n + l )  

Una base per S!lJ ( n + 1 )  ( i nteso come spazio vetto r i a l e  rea l e )  s i  

costruisce a p a r t i re d a l l e  r a d i c i  d i  $�( n+ l , �) come segue 

se t;( =  ", ; +  . . .  + oIj é una radice  d i  $L ( n + l , C )  cons i de riamo i 

vettori d i  radice e e( ed f� d e f i n i t i  precedentemente e a d  es-

s i  assoc i a mo i vetto r i  

l<- J  o ..: (-ed.. f", ) < 

b" = -t,- f· • 

C �  = ...: h. �  • ...: 

�. (f " .,. E ·  ) "'J +1 J I I / �' 

F . .  EJ�'/ i '\.J)+I 

CE .... ."". - E ·  . ) J1'I J � 1  

( S i  veda § ( I I , 3 . a » ) i l a b a s e  d i  $QJ ( r: + l') é a l l ora data dai  vet-

tori a � , b� corr i s pondenti a tutte l e  rad ici  « e dai  vettori 

h �k associati  a l l e  ra d i c i  semp l i c i  che coinci dono con 

g l i  h� d e l l a  base di cheva l ley ( 1 1 1 , 1 , 6 ) . 

Osserviamo ir.o l ':re che o g nuna de l l e  terne a fii , bp( , c ol c :J s t i -

tuisc€ u n a  scttoalgebra t r i d imens ionale isomorfa a l l ' a l gebra 

del momento a�gol are ; va l gono infatti  le reg o l e  d i  commuta-

z ione ; 

che coici dono con 
, 
I" ; " = :z. 

Considereremo per 

[ a , b l = - 2 c  e c i c l i che 

< < , q ue l l e  tra 
] " ] y ' ] '  

ident i f i c ando 

"- Jy = 

gJJ ( n + l )  i l  

;� - -
� 

set 

6 J " - tf;; c " 

d i  stati coerent i associati  

a l la rapprese�taz i one f o nd a menta l e  di  questa a lgebra , i l  vet-

tore di peso mas s i mo é a l l ora lo stesso I � , J.  > def i n i to 
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i n  § ( I I I , l . b )  , i l  sottogruppo'Ydi s t ab i l i1:a per t a l e  vettore 

é dato da 5 U ( n + 1 )  I) S essendo 5 i l  sottogn.:.ppo di stabi l i ta per 

t u t t o  i l  gruppo S L ( n + l , C )  . Potremo a l lora e t ichettare i pun-

ti d e l l o  5?O�io omogeneo f a ttore u t i l i 2 2 a �òo i vettori d i  

Sòlll l n + l )  che sono combin a z i o n i  l i n e a r i  d i  t u t t i  e s o l i  i vet-

tori d i  r a d i c e  

..,; ::: -:1, o . ,  I m 

Ind icando per s e mp l i f icare l a  n o t a z ione con : 

i punti d e l l o s pa z io omogeneo f a t tore s i  ottengono esponenzia�-

do i l  50tt05pa 2 i o  � d e f i nito d a l l a  r e l a z ic�e çw ( n + l ) = � 9� • 
come s e g u e  : 

che potremo s c r i vere ponendo CoI= - x  c;C + iyo( 

1 1 1 1 , 1 , 7 ) 

Volendo u t i l i z zare l a  rappre s e n t a z ione non compatta preceden-

temente i n t rodotta mostriamo come s ia poss i b i l e  scrivere l a  

( 1 1 1 , 1 , 7 )  ne l l a forma : 

1 1 1 1 , 1 , 8 )  

essendo Sq6ct. ; j->a" lR  d e i  nume r i  a s s o c i a -: i  a l  corrispondent.e 

Per v e r i f i c a r e  che t a l e  decompo s i z ione é poss i b i l e  cons idere-



9 9  

remo l a  rarappresenta z ione d i  $W { n + l )  come matr i c i  hermiti ane 

a t ra c c i a  n u l l a . Le matr i c i  c o r r i spondenti ag l i  e l em e n t i  

( I I L L 7 ) e ( I I L 1 , 8 )  possono e s sere s c r i tte i n  forma b l o c -

c h i z z a t a  ; per l e  prime s i  h a  

( O  \ P:j ) ) 
� --. l------

(ç') I � .  

� 
essendo � € � i l  vettore c o l onna l a  c u :  i-e s i ma cO�90nente 

é l a  :;� c o n  
". !  . ­� r a p p r e s e n t a  � l  5 '.10 tr3.spesto 

coniugato ( e  quindi un vettore l i nea ) ed Q �  § l a  m a t r i c e  qua-

drata nxn aà e l ementi t u t t i  n u l l i  . Per e s pone n z iare queste 

matr i c i  dovremo c o n s i d e r a r e  le s uc c e s s ive pote nze : 

_ II � '" O \ 

O ( -� ,�j)J 
Il � Il' = 

sj //SII' 

'( O (-z:,j i ) 
Ijll - --

(<;;) �M 
s i  é q u i  i nd ic a t o  c o n  ( - Si t,j ) l a  m a t r ice q u a d r a t a  l e  c u i  
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componenti sono questi prodot t i .  

Proseguendo i n  questo modo § evi dente che s i  pot=anno sommare 

separatamente l e  potenze pari  e le potenze d i s pari de l l a ma-

trice di partenza . Per l e  potenze dispari o t teniamo : 

Il l; 1/ 

per l e  potenze pari  s i  ha invece 

- ( ; 

0 \ -- 1 4 � {!> il ' ( � • ) - - + - U '?  -
7; t;; j )  :L � !  -

o \ 
- - ' 

0\ -

, (�;l;j' ) / - l ! i S/l'... Z)'� II'-
] ( 1 1 <2 \ 

II � Il' 

_ _ _  I 
. , -l <2  e � J  

J 
( .5:_1 o 

-'-
... l o è; ,_ �; 'j , ( � . \ - i J Il � '" 

In sostanza l a  matrice associata  a l l ' e l e me n t o  ( I I I , I , 7 ) § 

� �11� 1I Il <; 11 -
I - -

): ( h; _ �;\(ea{/I� II) - i. )  ) 
. J I � II I 



A l l o  s t e s s o  modo c a l c o l e remo i l  prodotto d e l l a  ( I I I , 1 , 8 )  a 

t a l  f ine o s se r v i a mo che i quaè r a t i  d e l l e  m a t r i c i  L Sotfol 
r:).�A, 

, come § b an a l e  ver i f ic a re ; questo com-

porta che s i a  : 

( I • o ) ; (},) I -r� 

per quanto r i guarda l e  m a t r i c i a s s o c i a t e  a l l ' e l emento diago-

na I e  si l'.a 

( I I I , 1 , 8 b )  



Confrontando l e  e s press i o n i  C O S l  o t tenute s i  han�o l e  r e l a z io-

n1 

( I I L L 9 8) 

d a l  c o n f ron:o t�a l a  pr i m a  e l a  seconda d i  queste e � � a z i o r. i  

( I I 1 , 1 , 1 0 )  

Cons ideranào invece g l i  e l emen�i d i agona l i  ( i = j l  d e l l a  terza 

equ a z i o ne e sost i t u e n d o v i  l a  ( 1 1 1 , 1 , 1 0 )  si ha : 

-"'1" (- 1'»  � -< .  1 ;; ; 1 ' 4l1� 11) - I �, I '  • I � ; f '  rf ' (U5 1/) émCl/l; n) , J I/ I; U '  n�T 11 -:;; /1' 

:: -1. -t 

• i. .. 

..'1r [(coni ? Il ) _ -1 .  MM. (il ? IJ ) l ' 
11 5 /1 '  &,( 11 I; n)  

-( f Cv»(1I{I) . !YU-.'(OrN) -Loo (OC I/)J 
wiJlW 

( .-i _ Geo ( I� ! ») , 
l �;I 
�II' 

( I I I , l , l O b l  

Potremo q u i �d i  s c r ivere e f f e t t ivamente 

( 1 1 1 , 1 , 1 1 )  

essendo l e  � ,  p, l e gate a l l e  <: da l l e ( I I 1 , 1 , ?a ) , ( I I I , 1 , 9 b ) . 
Q( , - o( '" 
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i \"I t,;. I"' 1">0 
Osserviamo c h e  i l  p i u  p i c c o l�a p e r t o  d i  � = 0  i n  cui l a  ( ID  , 1 , 9 )  

ha s e nso é dato d a l l a  cond i z ione 

in parti c o l a re si avra 

1r 
'-

p e r  ognuno deg l i (; ; i n  

corrispondenza a t a l i  v a l o r i  a c c e t t ab i l i  ogni eoo rd i nata � � 

assume v a l o r i  i n  t u t t o  i l  p i ano c o m p l e s s o  . P o s s i a m o  a f f e r m a ­

r e  che l e  � i  sono d e l l e  coord i n a te compatte d e l l o  s pa z � o 

omogeneo f attore mentre l e  �L ne rappresentano l a  :�rma n c �  

ccmpa'Cta l a  ( ! I I , l , �a ) é una s o r t a  d i  ger:era l i z : a ;: ione 

r i d imens i o n a l e  d e l l a  p r o i e z i o n e  s t e reogr a f i c d  de l l a  s � era s � l  

p i ano comp l e s so i que s t ' u l t ima s i  ott �ene n e l  c a s o  part i c o l a -

re d i  $U I Z I  ( \o,  m , 2 )  
Osserviamo i n o l t r e  che i n  c o r r i s po n è e n z a  dei vettori 2; E CC t""l 

t a l i  per c u i  II I;;. II • l a  m a t r i c e  c o r r i s pondente a l l ' e l E�en-

, e n o n  r e g o l a r e  , e s s e ndo i l  p r i m o  

e l emento d i a go!1a l e  n u l l e  ( cos(q � M) = c o s ( -Tf  / 2 ) = 0 )  I n  p a r t :' ::::o-

l a � e  essa puo essere s c r i t t a  a b l oc c � i  come segue 

( ( I I I , I , 1 2 1  

I n o l tre a p p l i c a n d o  u n  q u a l s i a s i  e l e mento d e l  sottogruppo d i  

s � ab i l i t a  S o  d i  Go s i ot t iene ancora u n  e l emento nar. rego l a r e ;  

p e r  ver i f i c a r e  q u e s t a  propr i e t §  b a s t a  os s e �va �ae l a m a t r i c e  

corr i s po n d e n t e  ad un e l emento d i  S puo essere b l o c c h i z z a t a  

come segue : 
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( 1 1 1 , 1 , 1 3 )  

essendo 8 una mat ric e u n i t a r i a  nxr. . 

� a l lora e v i dente che i l  prodotto d i  una matrice d i  t i po 

( I I I , L 1 2 )  per una mat r i c e  ( 1 1 1 , 1 . 1 3 )  d a '  ancora una ma tri ce 

( 1 1 1 , 1 , 1 2 )  , questo comporta c he tuttO il  coset corr: sponden-

te a l l ' e l emento non rego l a re é esso stesso non rego l ò =e . 

S f ruttando l a  decompo s i z i o ne ( 1 1 1 , 1 , 1 1 )  , g l i  s t a t i  coerenti 

sono parame t r i z. z a t i  d a l  vettore complesso � E. � m e saranno 

d e f i n i t i  da : 

I l;  > ' . .ura.A, SAd) ·'I{lAJ�kol) "'f' (';tA,H:.e.J) I .. u >  
�A,A 1'-"1" U"A, �.[.) -"'ro Cf.,,- ,�'" q "'P (f;A, (-�; q) lA ,}. ') 

= 

avendo q u i  s f rut tato i l  f a tto che e .... , h . II!:. �o e l e  eS9res s i o n i  

es p l ic i te ( matr i c i a l i l  de g l i  ope:-òtori e d e i  vettori introdoc-

t i  _ 

I n  questo schema i l  prodotto s c a l are tra due s t a t i  coere n t i  

é d ato d a  

� � 
.:::� Il; 1  = «'..\,;' 1 +  �:l 't'>.\, h l';0h + ;� 



La re a l i z z a z ione d e l l o  s p a z i o  d e l l a rappresenta z ione come spa-

z i o  d i f u n z ioni si costruisce n e l  modo seguente : s i a  o{ E. I!:.""'+' 

un gener ico ve t t ore c o m p l es s o  s c r iveremo 
, 

l a  funz ione a d  es so associata e d a t a  d a  : 

I n  part ic o l a r e  l e  f u � z i o n i  a s s o c i a t e  a i  v e t t o r i  l A  ' �k > d e l -

".. '" t I 
l a  b a s e  d i  ..... sono dati d a  

f:: "" -:L  • . . .  j o'Y1.  

Per quanto r iguarda l e  propr ie�a metriche d e l l o  s?a z i o  omoge-

neo G �  I S o  dovremo c a l co l a r e  l a  f u � z i one 

che , come abbbiamo d i mostrato n e l  CdSO jener a l e  , d i penje d a l ­

l e  s o l e  coord i na t e che et ichettd�o i pun t i  d e l  ccse t .  

Cons i d e r i a m o  q u i n d i  : 

< A,..I I ()<l'(f,,, 1;.(0() ",r(�� h.) '4"G"J;�: , .. � jJ,J'> ' 
� � 

� -"<" ( �"h )  <J,� t A,Aì :-"1"(�� �") 

dove s i  sono a�l i c a t i  g l i  e s por.e � = i a l i  p i G  e S ter�i a g l i  stati 

( J , A  I I J. ,  J. > l ascia ndo l i  i n v a r i a t i  e dove s i  é s f ::-utta-
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t o  i l  f a t to c h e  g l i  h q commutano e s o n o  d i agona l i  s u  j A , �  ) 
� 

c o n  autov a l ore 1 . Per e s p r i mere exp (.l /1,J.. ) 4<%\ r i n  term i n i  d e l l e  

s o l e  v a r i a b i l i  ;. �  ut i l i z z iamo l ' e q u a z ione ( 1 ! 1 , 1 , 9 )  e la 

r e l a z i o ne cos al :: ( l + tg -'- e>t  ) t c o n f r o n t a ndo q u i n d i  con l a  

( 1 1 , 1 , 1 0 )  mo l t i p l i ca t a  per l a  s u a  comp l e s s a  co�iugata somma-

t a  su l l  ' i n d i c e  i s i  o t t i e n e ; 

- Il"1. 
<,l,A I"'l"G1i.,�.f.- .;>.) I J ,J> o '''l''C�� �.) 0 (--<+ I/ �n ') ( I I I , 1 , 1 4 1  

Ne l l a n o t a z ione d e l  c a p i t o l o  I I  s i  avr§ a l l o r a  

• 
e s sendo d � d e f i n i t a  d a l l e (IL , 3  ,11 ) _  

Per q u a n t o  r i g u a r d a  l a  metr i c a  Kah l e r i a n a  g a b b i a m o  à a l l a  �J 
r e l a z ione ( I I  , 3 , 9 )  

<Q� . {J" lId"' -U {�) ,-v> lì?J � 
,,�'  ';));J' '-q 

'i,'j (--< t Il :;II'�- i;j �;. 

La 2-forma d i f f e r en z i l e  ad e s s a  a s s o c i a t a  é d a t a  d a  

L. 
'd 

. 
' . dUe t II� II') _ �J � ... 

C--< t V � I/'Y 

I n  u l t imo o s s e r v i a m o  che l o  s pa z i o  omogeneo otter.uto in questo 

e s e m p i o  é s i mmet r i c o  in quanto i l  S o t t o s pa z i o  IMJ tangente a l l o 



spazio quoziente dato d a l la ( I I I , l ,  7 )  sod d i s f a  l a  r e l azione 

{lM1,Il-1JJ c nn n SW (,." + 1 ) C 'S <) 

che corrisponde a l l a  ( I I , 3 , 1 4 ) _ 
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§ ( I I I ,  2 )  : n S t. a. t.i C o e re n t i d i  8 U ( 2 )  n 

Studieremo i n  questo paragrafo g l i  stati  coerenti di u�a qua l -

siasi rappresentazione irriduc i b i l e  del l ' a l gebra $� ( 2 )  defi-

nita a partire d a l l ' a lgebra $L ( 2 , � )  costituita  dag l i  operato-

ri J � / ) _  I Jt l e  cui reg o l e  d i  commu�azione svno 

Uti l i zzando le nota z i o n i  d e l l a  Meccanica Q�dn& i s t ica pC!Si affiO 

etichettare un� qua l s i a s i  rappresentaz io�e i rr i d uc i b i l e  d i  

SU ( 2 )  con un numero intero o s e m i d i s pa r i  j , essendo 2 j - l  l a  

dimensione de l l o  spazio  d e l l a  rappresentaz i one i l  vet:t:o:-e 

di peso mas s i mo �ar� ind icato da I j , j >  I e g l i  a l tri  vettori 

del l a  base da I j , j -k >  , essendo k = O , l ,  . . . .  , 2 j l a  rappresen-
" " ... ... tazio�e d i  J � , J + , J_ su t a l e  base e data d a  

'h I j . j - k> = ( j - k l l j . j -k >  

j +  I j , j - k > = [ r. ( 2 j - k + l ) H l j , j -k+ l >  

L I j . j -k > = ( 2 j -k l ( k + l l l t l j . j -k - l >  

ne l la rappresentaz ione fondame n �a l e  s i  ha : 

o ) 
- ,  I + = ( � .,) 

A ( O  
1 . '  I 

Segue�do l a  trattaz ione svo l ta per i l  caso gene r a l e  d i  �V ( n + l )  

consicereremo l ' operatore exp ( t t - S"j.. ) che agisce e f f ica-

cemente sul  vettore di peso mass imo I j , j >  e lo decomporremo 
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secondo l ' equaz ione ( 1 1 1 , 1 , 1 1 ) come segue : 

con 

( ne l l a  rappresent a z i one fondament a l e  j o = ( �  �l ) ) .  

In queSto caso p a r t i c o l are poss iamo i n t e rpreta�e geome � r i c a ­

�ente l a  re l a z ione tra � e ç _ Ponendo i n f a t t i  

( é  i n f a t t i  ovvio d a l l a  ( I I 1 . 2 , l )  che I � I é una funz io:1€ pe­

riodica d i  I l;  I con periodo T , ma c o n s i d e r i amo s o l amer.-:e 

I � I t: [ 0, 1  } , po i c hé s i  p a s s a  a l l ' i nterva l l o [ - "-/ 2 , 0 )  semp l i ­

cemente mod i f i c ando l a  f a s e  f ) .  
Scr iveremo dunque : 

Interpretando l e  coord i n a te � e � come l e  usua l i  cooc r d i n a t e  

po lari s u l l a  s f e r a  I l a  :5 come l a  corr i s pondente coordinata 

sul piano et , l ' equaz ione c h e  l ega � a 9- e Cf é la  pro i e z io­

ne stereogra fica d e l l a s fera . 

a B  
OA-

T' 'b- ' l ' , = ,�[;- ) . S 
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G l i  stati coerenti d i  S U ( 2 )  ne l la r a ppresentazione j sono a l -

lara èati  d a  : 
• 

"'P (!X ) l -j .j ) 
<j.j 1 ""1' (1;. j -) I j .j> 

"" 
L �: - - . 

_ C , ) I j . j >  C " ! )  
s i  é s f ruttato i l  f a tto che , per qua l s i a s i  � €. q: s i  ha 

Utii izzando l a  rela zione : 

I i ' i > = 1 2j 1 l t l k 1 l t  1 1 2 i -k ) l !t  l i , i -l-.> 

k > 2 i  

s i  avra 

( I I L 2 , 4 )  

I l  prodotto sca l a re tra due s t a t i  coerenti d i  questo tipo é 

dato da : -
1.-) z.j < �', j l � . j >  = L Z 
k:o .e=o 

-z.i ) '''- I �j ) " (� I ' ) ' 1- '  - ' .  ( I<- L .t.  " 5 < j ' J - .I' I J ' J -k> � 

La gener a l i z za z ione d e l l o  spa z i o  d i  Fock-Sargmann d i  funzioni  

sul l a  sfera é generat o  d a l l e  f un z i o n i  associate ai  vettori 



I """ 't.j+\ j , j - k >  de l l a  b a s e  d e l l o  s pa = i o � de l l a  rappresentd,ione 

Per d ef i n i r e i l  prodotto s c a l are i n  t e r m i n i  di i nt e g r a l i  s u l  

piano complesso é n ec e s s a r i o  cons iderare l a  m i s ura i nvariar.te 

def i n i t a  s u l  p i ano com p l e s s o  ( i nt e s o  come proiezione s tereo-

gra f i c a  de l l a  s f e r a )  

J�(�) H",,{<. ) 
, L"+ 1 51'i 

dobb i amo s u c c e s s i vamente c a l c o l are i l  p�odot�o s C 3 1 are : 
< 

"i·j l ""t' (:;; -- $+j+)1 j . j >  , " j . j  (U<Jo(�ì-) '4" (r;3. )V<'p(;rJ ') / j.j> = 
= <i.j u,,/"(Zl"h) 'j.j > = ( j. j l  ... � (lji»  I j· i > ' 
= -"'p r� ( I� !�i!)-7J <i. j l -"'P('S T +) l j.j ) = ( ., ; I sl"r1 

che c o i n c i d e  c o n  l a  ( I I I , 1 , 1 4 )  nel c a s o  de l l a rappres€:1taz io-

ne =ondame n t a l e  j = 1 / 2  , s i  sono qui a pp l i c ate le propr ie ta 

de l l a  rappres enta z i one d i  3+ /� _ , 3 !  e l a  ( I I I / 2 , 1 )  per l ' esp�es­

s ione di B in f u n z ione di � 
Ricordando ino l tre che é < .A . A  l exp � t  .. 1 ...1. , ...1. > = 1  ed a p9 l ica::do 

la formt:1a ( T ! , � , 6"t:: ) per i l  prodotto sca l a :re tra d l,.; e  s t. a t i  

arbi trar i ot t en i a mo : 

Ctl,,- L J d'l; 'i':(�)  ,/,,(\) -< 
� - c = (� . I � \ ' )' (<\.t l IS I;}")" l1' 

L ì t \ 
\ 

J'� "I .... (�)  1fL(�) , Cltl� I,)>{T") 'If 
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La riso l u zione de l l ' identita é da�a da 

'2. J tl 
" 

Sul lo spazio d i  funzioni d e l l a  rappresentaz ione l ' a lgebra d i  

Lie agisce come un ' a lgebra d i  oper3�ori d d i f f e ren: i a l i  . � 

verifica immed iata che : 

Poiché va l e  l a  [ è / d  � , � J ::: l po s s i amo associare agI  i cperat.ori 

dif feren z i a l i  deg l i  operatori d i  B�se d e f i n i t i  s u  u n e  spazio  

di  Fock arbi�rario . S i  ha qu:�èi  

, + . ] l.. ::: b b-] 

e si interpretano i ve�to r i  d i  p�so 

tice l l a  . 

L ' a lgebra é conpl e tata da : 

La rappresentaz ione cosi o t te � u ta e 

come s�a�i d i  par-

d e t t a  d i  Hol s:e in-Primakoff 

Dello spazio di Fock aus i l i a r i o  s i  u� i l i z za s o l o  i l  sottospa-

zio con numero di part.ice l l e  minore o ugua l e  d i  2j . Per t a l i  

ragioni chiamiamo l o  s p a z i o  d i  funzioni  s p a z i o  d i  Fock-Bargmann.  

Esemp l i f i chiamo ora , pe r  i l  caso par�icolare d i  SV ( 2 )  , quanto 

affermato precedentemente in genera l e  s u l l  ' ev o l u z ione d i nami-

ca . Seguendo la trattazione del c a s o  genera l e  uti l i z zeremo 



l ' espressione d e l  prodotto s c a l are tra due stati  coere�ti 

La lagrangiana ( 1 1 , 3 , 5 )  é a l l o r a  data da : 

L - 1 d"  [ � �  r� C�1iSJ')'rJ - ;' 'J [� (-' , /!J')'J1 _ -)G w. � )  - 1. _'% <?�. 
� i iq 1 j .W _ 2j �. � 1 - 'lç (r, �) . i � t< C. � f. '- i' � )  - 'W. (�', � ) , ( ' t l�I') (,, 1\;,1') L ' f / i l ') 

Per scrivere l e  " equazioni d e l  moto" i n  forma h a m i l toniana 

dobbiamo introdurre l a  m e t r i c a  ne l l o spa z io d e l l e  f a s i  ( 1 1 , 3 , 8 1  

'l - 0' � (�t l�tPJ - � j .:=il... l � d�'Ì�, l- ,, ; ( I t /� ) ' )  

� � , r� t ll;l'- I�I'l = C ' t  I�I') 
zj 

Le equazioni di H a m i l ton gene r a l i z z ate sono quindi 

�J' - , 
hM) 

2.j 
(�f l� I'Y 

�. 

� 

Se 1 ' !1ò m i l to n i a n a  � (  �+, � ) = < � I H I  � > é tale  c!1e conserva l a  

coere :1 z a  a l l o r a  l a  s o l u z ione 5. ( t )  d i  queste eCit.:azioni  forni-

sce una corrispondente evo l u z ione tempora l e  I � ( t I ) d e l l o  S t 3 -

to quantistico , c ioé una s o l u z ione d e l l a  corri spondente equa-

zione d i  Schrod i nger , che si mantiene coerente 

Considerando inf ine le regole d i  quant i z z a z ione de l l e orbite 

a l la 30hr-Sommer f e l d  l a  equa z i one ( r! , +, 1 3 )  diventa : 
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dove s i  é s f ruttato i l  r a t t O  c!1e d 's A d� '* = 2 i d Re ( � ) d l m (  � )  . 
Per semp l i f i c are l ' espres s i one d e l l ' u l t i mo i�tegrale pass iamo 

a l le coord inate s u l l a  s : e r a  ( 'i1 , <f )  u t i l i z z ando la proiez ione 

stereogra f i c .3.  ( I I I , 2 , l )  : 

� o .L , q>  t� l�, ) 
d:s � .LI� I I �  I d<f 
dl�\ � J (�t)J , i (--<t �'(�)) o(()-

Sostituendo r.e l l ' integ r a l e  : 

j ,n . :l \ d'f d& (�+ I!'Ce/.» , (�t l" I')" (A<-ti(�,)) 

o i l  d�d<f 4,,,,,&..) : 1 f dJ1 � �E> 

la rego l a  d i  quant i z z a z ione d i v e n t a  q u i n d i  

dove l ' integ : a l e  va pensato s u  u n a  por z ione d i  s f era . Cons i -

derando per esempio l a  c a l otta s f e r i c a  individuata dal l e  con-

dizioni 

avremo : 
17 

n/;;.. ",, = t. j  2." j c (- �) , o 



-
che fornisce l e  rego l e  d i  quant i z z a z ione per l ' angolo � 
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§ ( I I I , 3 ) = .... S t a t i  C o e r e n t i  d i S U ( l , l ) ' ������������������L 

Qua le u lt imo esempio consideri amo i l  caso d e l  gruppo semisem-

p l ice non compatto S U ( l , l )  de l l e  matrici 2x2 a determinante 

ugual e  ad l , che l a s c iano invariata l a  forma I z  .. 1 2 _ l z t I 2 , essen­

do ( Z1 ' Z1. )  un qua l s ia s i  vettore d i  tt l... 

L ' a lgebra d i  S U ( 1 , 1 )  é c i s t i tuita da tre generatori che indi-

cheremo con k o , k. , k _  per i q ua l i  v a l gono le seguenti reg o l e  

d i  mo l t i p l icaz ione d i  L i e  : 

[ k  , L J � "  2 k  , . 

ne l la rappresentaz ione fondamenta l e  t a l i  generator i s i  scri-

vono .. : 

� poss ibi l e  costruire d i verse rappresentazioni u n i �arie i r r i -

ducibi l i  di 50 ( 1 , 1 )  caratteriz zate peré dal fatto d i  e s sere 

di dimens ione inf i n i ta i in partico lare cons idereremo l e  rap-

presentazioni d i s crete ( n umerab i l i )  de l l ' a l gebra corrisponden-

te '>11 1 1 , 1 )  queste u lt i me sono et ichettate da un numero k > O 

ed i vettori d e l l a  base ortonorma l e  possono essere scritti  

n e l l a  f orma I k , n > con n= 0 , 1 ,  . . . . .  

Su questa base l ' e l emento k o  é d i agona l e  

k I k , m > � 2 I k+ m )  ! k , m >  o 
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e g l i  s t a t i  I k ,m>  s i  ottengono d a l l o  stato I k , O >  come segue 

I k, o ') ( I I I , l , l )  

Poss iamo quindi sceg l iere come s tato d i  partenza i l  vettore 

I k , O >  i l  c u i  sottogruppo d i  stab i l ita é generato d a l  s o l o  

e l emento k o  d e l l ' a l gebra . Parametriz zando I come n e l  caso d i  

SU ( n + L n + 1 )  l o  spazio quozi ente c o n  g l i  e l ement i del  sottospa-

zio generato da k ,k si avra : , -

""p ( I;k� _ �:k_)  I k , o )  

« ,o) -"'i"( I; � , _  �' k _ )  ) k, o> 

� pos s i b i l e  anche per S U ( I , l )  una parame t r i z z a z i one diversa 

uti l i z z a ndo una decompos i z ione ana loga a l l a  ( 1 1 1 , 1 , 1 1 )  

( I I I , J , 2 )  

La t r a s f orma z i one ( 1 1 1 , 3 , 2 )  rappresenta l a  pro i e z ione s t ereo-

gra f i c a  d e l l ' iperbo loide d i  rotazione i n  Rl d i  vertici ( 0 , 0 , 1 ) 

s u l  d i s c o  d i  Poincaré d i  raggio unitario nel  pi ano ( x , y )  1n-

terpretato come piano compl esso . Osserviamo i nfatti  che i n  

corr i s pondenza a tutti i pos s ib i l i  valori  d e l  parametro � G  � 

l a  coordinata 5 assume s o l o  valori  t a l i  che s i a  ! f ! < l 

Uti l i z zando l a  decompos i z ione ( DI , 3 , 2 )  e ricordando l a  r e l a -

zione ( 1 1 1 , 3 , 1 )  s i  o t t i ene , parametr i z z ando l o  stato coeren­

te c o n  u n  punto '5 s u l  d i s c o  d i  Poincaré : 
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-""i"C §. k::�)  ""r' ( f>  Ico) '-"r C-5" le.) I k, o, 

<�,ol ""f'Cl; t:,-) ""f'(�"') -'''l'' (- 1; ',,-) I k,o> 

I l  prodotto sca l are tra due s t a t i  coerenti é dato da 

e l a  r i s o l u z ione d e l l ' identita é data d a  

i < l ''H�) I %, k,( �, k l  I � 1 < 1. 

(."- 1%1' ) ' ( '·') A 

Pos s i a mo anche i n  questo caso rea l i z z a re l o  spa z io de l l a  rap-

presentaz ione come spazio ( in f i n i t o  d i mens ion a l e )  d i  f u n z i on i ,  

assoc i ando una funzione ad ogni vettore I k , n ) d e l l a  base orto-

norm a l e  come segue : 

\. l 
l a  rappresentaz ione de l l ' a l gebra s u  t a l e  spazio d i  H i lbert é 

analoga a l l a  rappresentazione d i  Ho l a t ein-Primakof f per 

$!U ( 2 )  ; precis a mente s i  hanno l e  ident i f ic a z io n i  

b+ C <-", . 16'  b) '� 

(,-" , b' b)" b 
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A P PEN D I CE 

OIHQSTRAZIONE DELLA RELAZIONE ( 1 1 , 3 , 6  ) 

D i mostriamo ora  l a  r e l a z ione d i  ortogona l i ta ( I I , 3 , 6 )  

( l )  consideriamo un set d i  vettori ind ipendenti ne l l o  spa z i o  

d e l l a  rappresenta z ione [ I  i >  ; 1 = 1 ,  . . .  , d �  J ed i �trodu­

c i amo g l i  e l ementi d i  matri::e u ,...: . ( g j : < i ! U ( g ) ! j >  
J 

( 2 )  d imostriamo l a  r e l a zio�e : 

( i )  

oper i a mo con l a  ( ... ' , P . . . lJ 
s u  un e l emento d e l l a  r8?preSen-

taz lone U ( g o )  

( .:� .  p V{,\o) ) . , � . J " 

� � \ Vj'L (�o) U" Ù�' 'r' ) 11 .. ("I :l D) "'� • 

e G-

o !: '"\Aj'''' (h) t. U e ,> (c��on V'k C�,o) etg • 

per l a  propr iet§ de l l  ' integraz ione d i  essere r i gth-inva-

riant  e per la form u l a  ( i )  ottengo 

. , 
I k 
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" , A l lora osserviamo che g l i  operatori P l� commutano con 

tutti g l i  operatori U ( g )  de l l a  rappresentaz i o�e irriduci-

b i l e  d i  U quindi  sono m u l t i p l i  de l l ' identita ( Lemma di 

Schur)  : 
. (...:, ... 'l (' 
Q.. C "  I Jj ( i i ) 

. " -� per c a l co l are i coe f f i c i e�ti a c a l c o l iamo l a  t=accia 

di pti;' ) 

(.iI) Z. p . ,  Jj J 
Uj..:, Cf') V"J ( 8 )  -4 '  j U" ,  L Sf ') � , 

G 

• 

poiché scegl iamo l o g i camente l a  misura norma l i z z ata ad l .  

D ' a l tro canto poss iamo scrivere da l l a  ( i i )  
( l' .1) ;: P . ,  

J J l 

Conf rontando le due espres s i o n i  ottenute per 

otteniamo 

e q u i nd i  

Cons iderando quindi 

... l' i') "- p "  Jj J 

( i i i ) 



I ntroducendo l a  r i so l u z i o ne de l l ' ide�ti�� espressa con 

i vettor i 

po i ché 

I i >  s i  ha : 

) -<'1',1 è;<. ( 'V C� ) ,  f.-'< j ,<\",;<'1', I . ><. k 1 li (I) I �  ><� ' 'l', > e!.g. : 
C. 

<'' ' 'l', ><''h , j) < '1', ' '' )<�''i',> l lA ;/ [$) "ke(,\ ) à1 
(, 

r u . .  (�- ') J G,. t 

� dA �. « I 4',x<}, � X *" i X j '</" > "  � ' <";" 4',>< I/', I'I', > l'J 
che é e s a t tamente l a ( I!j 3,6) d i  § ( 1 1 , 3 ) . 
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